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Мiй намiр полягає не

в тому, щоб навчати тут

методу, якому кожний має

слiдувати, щоб правильно

спрямовувати свiй розум, а

тiльки в тому, щоб показати,

яким чином спрямовував я

свiй власний розум.

Рене Декарт, "Мiркування

про метод"
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Рiвняння i нерiвностi Приклади Приклади iз ЗНО

Рiвняння з кiлькома квадратними коренями
Якщо рiвняння чи нерiвнiсть мiстить кiлька виразiв пiд
знаком кореня парного степеня, то доцiльно вказати
умови, якими задається його область визначення (ОДЗ).

П р и к л а д 1 . Розв’язати рiвняння
√

x+1−
√

2x+5 =
√

x+4 . (1)

Р о з в’ я з а н н я. ОДЗ рiвняння визначається умовами:






x+1 ≥ 0,
2x+5 ≥ 0,
x+4 ≥ 0.

(2)

Пiдкреслимо, що в подiбнiй ситуацiї нерiвностi, як
правило, можна не розв’язувати. Так, в нашому
прикладi ми зробимо перетворення рiвняння (1),
знайдемо коренi перетвореного рiвняння i перевiримо,
якi з коренiв задовольняють нерiвностi системи (2), а
якi — не задовольняють.
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Рiвняння з кiлькома квадратними коренями
Виконаємо перетворення заданого рiвняння

√
x+1−

√
2x+5 =

√
x+4 , (1)

рiвносильнi на його областi визначення.
Зазначимо, що пiднесення до квадрату обох частин
рiвняння (1) не є (!) рiвносильним перетворенням на
ОДЗ, оскiльки лiва частина рiвняння (1) може набувати
вiд’ємних значень. Тому спочатку перепишемо рiвняння
(1) у виглядi

√
x+1 =

√
x+4+

√
2x+5 . (3)

Тепер обидвi частини рiвняння (3) невiд’ємнi на ОДЗ, i
тому на ОДЗ їх можна пiднести до квадрату:
(√

x+1
)2

=
(√

x+4+
√

2x+5
)2 ⇐⇒

⇐⇒ x+1 = x+4+2
√

x+4
√

2x+5+2x+5 .
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Рiвняння з кiлькома квадратними коренями
З урахуванням того, що на ОДЗ справедлива рiвнiсть√

x+4
√

2x+5 =
√

(x+4)(2x+5) , перетворимо рiвняння
до вигляду x+1 = x+4+2

√

(x+4)(2x+5)+2x+5 ⇐⇒
⇐⇒ −2x−8 = 2

√
2x2 +5x+8x+20 ⇐⇒

⇐⇒
√

2x2 +13x+20 =−x−4 .
Перетворюючи отримане рiвняння у вiдповiдностi з
теоремою

√

f (x) = g(x)⇐⇒
{

g(x)≥ 0,
f (x) = (g(x))2,

отримуємо
√

2x2 +13x+20=−x−4⇐⇒
{

−x−4 ≥ 0,
2x2 +13x+20 = (−x−4)2.

Розв’язуємо квадратне рiвняння системи:
2x2 +13x+20 = (−x−4)2 ⇐⇒
⇐⇒ 2x2 +13x+20 = x2 +8x+16 ⇐⇒

⇐⇒ x2 +5x+4 = 0 ⇐⇒
[

x =−1 ,
x =−4 .
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Рiвняння з кiлькома квадратними коренями
Нарештi, перевiримо, чи задовольняють знайденi коренi
x =−1, x =−4 нерiвностi записаних вище систем:

ОДЗ:







x+1 ≥ 0,
2x+5 ≥ 0,
x+4 ≥ 0,

(2)

{

−x−4 ≥ 0,
2x2 +13x+20 = (−x−4)2.

(4)

Корiнь x =−1 належить ОДЗ, оскiльки задовольняє
нерiвностi системи (2), але не задовольняє нерiвнiсть
−x−4 ≥ 0 системи (4) i тому не є розв’язком цiєї
системи.
Корiнь x =−4 є розв’язком системи (4), але не
належить ОДЗ, оскiльки не задовольняє нерiвнiсть
x+1 ≥ 0 системи (2).
Отже, задане рiвняння не має розв’язкiв.

В i д п о в i д ь: x ∈∅ .
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Комментар
В розглянутому прикладi мы виконали перевiрку
коренiв квадратного рiвняння пiдстановкою їх в
нерiвностi систем






x+1 ≥ 0,
2x+5 ≥ 0,
x+4 ≥ 0,

(2)

{

−x−4 ≥ 0,
2x2 +13x+20 = (−x−4)2,

(4)

не розв’язуючи самих нерiвностей. Зазначимо, що якщо
знайти ОДЗ, розв’язавши систему (2), то можна помiтити,
що система (4) не має розв’язкiв, якi б належали ОДЗ.
Дiйсно, знаходимо ОДЗ, розв’язуючи систему (2):

ОДЗ:







x+1 ≥ 0,
2x+5 ≥ 0,
x+4 ≥ 0,

⇐⇒







x ≥−1,
x ≥−5/2,
x ≥−4,

⇐⇒ x ∈ [−1,∞).

Оскiльки −x−4 ≥ 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−4] , то нерiвнiсть
системи (4) не має розв’язкiв, якi б належали промiжку
[−1,∞). Тепер стає зайвим розв’язання квадратного
рiвняння в системi (4).
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Нерiвнiсть з кiлькома квадратними коренями

П р и к л а д 2 . Розв’язати нерiвнiсть√
x−1+

√
2− x ≤ 1 .

Р о з в’ я з а н н я. Визначимо ОДЗ нерiвностi:
{

x−1 ≥ 0 ,
2− x ≥ 0 ,

⇐⇒
{

x ≥ 1 ,
x ≤ 2 ,

⇐⇒ x ∈ [1;2] .

Оскiльки на ОДЗ обидвi частини нерiвностi невiд’ємнi,
то на ОДЗ їх можна пiднести до квадрату, так що при
x ∈ [1;2] матимемо

x−1+2
√

(x−1)(2− x)+2− x ≤ 1 ⇐⇒
√

(x−1)(2− x)≤ 0 .
Отже, задана нерiвнiсть рiвносильна системi
{

x ∈ [1;2] , (ОДЗ)
√

(x−1)(2− x)≤ 0 .
Оскiльки обидвi частини нерiвностi системи також
невiд’ємнi на ОДЗ, то, пiдносячи їх до квадрату, при
x ∈ [1;2] отримуємо нерiвнiсть (x−1)(2− x)≤ 0 , для
розв’язання якої застосуємо графiчний метод.
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Нерiвнiсть з кiлькома квадратними коренями

Графiком функцiї y = (x−1)(2− x) є парабола, вiтки
якої направленi вниз. Вона перетинає вiсь Ox у двох
точках: x = 1 i x = 2 , якi є коренями рiвняння
(x−1)(2− x) = 0. Зобразимо ескiз параболи
y = (x−1)(2− x) i вiдмiтимо ту її частину, яка лежить
нижче осi Ox, включаючи також точки x = 1 i x = 2 .
Спроектуємо вiдмiчену частину параболи на вiсь Ox:

-
1 x2

y = (x−1)(2− x)

u u

Отже, (x−1)(2− x)≤ 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,1]∪ [2,∞) .
Далi маємо
{

x ∈ [1;2] , (ОДЗ)
√

(x−1)(2− x)≤ 0 .
⇐⇒

{

x ∈ [1;2] , (ОДЗ)
x ∈ (−∞,1]∪ [2,∞) ,
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Нерiвнiсть з кiлькома квадратними коренями

Нарештi, розв’язуючи систему
{

x ∈ [1;2] , I
x ∈ (−∞,1]∪ [2,∞) , II

тобто перетинаючи множини I = [1;2] i
II = (−∞,1]∪ [2,∞) , знаходимо множину розв’язкiв
заданої нерiвностi:

-
x

I∩ II = {2;1}u u

1 2

Тут множини I i II мають тiльки двi спiльнi точки:
x = 1 i x = 2 . Тому I∩ II = {2;1}= {1;2} – множина, яка
складається з двох точок: x = 1 i x = 2 .

В i д п о в i д ь: x ∈ {2;1} .
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Приклади (метод замiни змiнних)

П р и к л а д 3 . Розв’язати нерiвнiсть
√

x+4−6
√

x−5 +
√

x+20−10
√

x−5 ≥ 2 .

Р о з в’ я з а н н я. Розв’яжемо нерiвнiсть методом замiни
змiнних. Нехай t =

√
x−5 . Тодi t2 = x−5 , звiдки

x = t2 +5 , i нерiвнiсть набуває вигляду
√

t2 +5+4−6t +
√

t2 +5+20−10t ≥ 2 ⇐⇒
⇐⇒

√
t2 −6t +9 +

√
t2 −10t +25 ≥ 2 ⇐⇒

⇐⇒
√

(t −3)2 +
√

(t −5)2 ≥ 2 ⇐⇒ |t −3|+ |t −5| ≥ 2 .

Отриману нерiвнiсть розглянуто в Уроцi 4 (частина
друга), де вона розв’язана методом iнтервалiв, а також
графiчним методом.
Розглянемо розв’язання нерiвностi графiчним методом.
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√
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√
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⇐⇒
√
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√
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r r
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Пiсля зворотної замiни t =
√

x−5 вiдзначимо, що
множиною розв’язкiв умови

√
x−5 ∈ R є область

визначення функцiї y =
√

x−5 , тобто множина [5,∞) .

В i д п о в i д ь: x ∈ [5,∞) .
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П р и к л а д 4 . Розв’язати рiвняння
√

x+4−6
√

x−5 +
√

x+20−10
√

x−5 = 2 .

Р о з в’ я з а н н я. Розв’яжемо рiвняння методом замiни
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друга).
Розглянемо розв’язання рiвняння графiчним методом.
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Приклади (метод замiни змiнних)
Знаходимо частину графiка функцiї y = |x−3|+ |x−5| ,
яка спiвпадає з частиною прямої y = 2, i проектуємо її
на вiсь Ot:

-

6
y

2

O t3 5

r

y = |t −3|+ |t −5|

y = 2
s s

s s

Отже,
|t −3|+ |t −5|= 2 ⇐⇒
⇐⇒ t ∈ [3;5] .

Пiсля зворотної замiни t =
√

x−5 маємо√
x−5 ∈ [3;5] ⇐⇒ 3 ≤

√
x−5 ≤ 5 .

Оскiльки всi частини подвiйної нерiвностi невiд’ємнi, то
пiсля пiднесення їх до квадрату отримаємо рiвносильну
нерiвнiсть, тобто
3 ≤

√
x−5 ≤ 5 ⇐⇒ 9 ≤ x−5 ≤ 25 ⇐⇒ 14 ≤ x ≤ 30 .

В i д п о в i д ь: x ∈ [14;30] .
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П р и к л а д 5 . Розв’язати нерiвнiсть
3
√

x+12+ 3
√

14− x ≤ 2 .

Р о з в’ я з а н н я. Переносячи один з коренiв в праву
частину нерiвностi, а потiм пiдносячи обидвi частини
нерiвностi до третього степеня, отримуємо
3
√

14− x ≤ 2− 3
√

x+12 ⇐⇒
(

3
√

14− x
)3 ≤

(

2− 3
√

x+12
)3 ⇐⇒

⇐⇒ 14− x ≤ 23 −3 ·22 3
√

x+12+3 ·2
(

3
√

x+12
)2 − (x+12) ⇐⇒

⇐⇒ 14− x ≤ 8−12 3
√

x+12+6
(

3
√

x+12
)2 − x−12 ⇐⇒

⇐⇒ 0 ≤ 6
(

3
√

x+12
)2 −12 3

√
x+12−18 ⇐⇒

⇐⇒
(

3
√

x+12
)2 −2 3

√
x+12−3 ≥ 0 .

Тепер нерiвнiсть розв’язується методом замiни змiнних.
Покладаючи t = 3

√
x+12 , отримуємо квадратну

нерiвнiсть t2 −2t −3 ≥ 0 .
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графiчним методом, вiдмiчаємо частини параболи

-
−1 t3

y = t2 −2t −3

u u

y = t2 −2t −3, якi лежать
вище осi Ot (включаючи
точки t = −1 i t = 3) i
проектуємо їх на вiсь Ot:
t ∈ (−∞,−1]∪ [3,∞).

Далi, пiсля зворотної замiни t = 3
√

x+12 необхiдно
розв’язати умову
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[ 3
√

x+12 ≤−1,
3
√

x+12 ≥ 3,
⇐⇒

[

x+12 ≤−1,
x+12 ≥ 27,

⇐⇒
[

x ≤−13,
x ≥ 15.

В i д п о в i д ь: x ∈ (−∞,−13]∪ [15,∞) .
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Приклади iз ЗНО
П р и к л а д 6 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2008 р.).
Розв’яжiть рiвняння x−5+

√
2x2 −14x+13 = 0 .

Р о з в’ я з а н н я. Переписуючи рiвняння у виглядi√
2x2 −14x+13 = 5− x

i перетворюючи його у вiдповiдностi з теоремою
√

f (x) = g(x)⇐⇒
{

g(x)≥ 0,
f (x) = (g(x))2,

отримуємо
√

2x2 −14x+13 = 5− x ⇐⇒
{

5− x ≥ 0,
2x2 −14x+13 = (5− x)2.

Розв’язуємо квадратне рiвняння системи:
2x2 −14x+13 = (5− x)2 ⇐⇒ 2x2 −14x+13 = 25−10x+ x2 ⇐⇒

⇐⇒ x2 −4x−12 = 0 ⇐⇒
[

x =−2 ,
x = 6 .

Корiнь x = 6 не задовольняє нерiвнiсть 5− x ≥ 0 i тому
не є розв’язком заданого рiвняння.

В i д п о в i д ь: −2 .
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Приклади iз ЗНО

П р и к л а д 7 (Пробне тестування ЗНО, 2012 р.).
Розв’яжiть рiвняння

√
x−2

√
2x+1 =

√
3 . Якщо

рiвняння має один корiнь, то запишiть його у вiдповiдь.
Якщо рiвняння має бiльше одного кореня, то у вiдповiдi
зазначте добуток усiх коренiв. Якщо рiвняння не має
коренiв, то у вiдповiдi запишiть число 100 .

Р о з в’ я з а н н я. ОДЗ рiвняння визначається умовами:

{

x−2 ≥ 0,
2x+1 ≥ 0.

Оскiльки обидвi частини рiвняння невiд’ємнi на ОДЗ, то
на ОДЗ їх можна пiднести до квадрату:
(√

x−2
√

2x+1
)2

=
(√

3
)2 ⇐⇒ (x−2)(2x+1) = 3 ⇐⇒

⇐⇒ 2x2 + x−4x−2−3 = 0 ⇐⇒ 2x2 −3x−5 = 0 .
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√
x−2

√
2x+1 =

√
3 . Якщо

рiвняння має один корiнь, то запишiть його у вiдповiдь.
Якщо рiвняння має бiльше одного кореня, то у вiдповiдi
зазначте добуток усiх коренiв. Якщо рiвняння не має
коренiв, то у вiдповiдi запишiть число 100 .

Р о з в’ я з а н н я. ОДЗ рiвняння визначається умовами:

{

x−2 ≥ 0,
2x+1 ≥ 0.

Оскiльки обидвi частини рiвняння невiд’ємнi на ОДЗ, то
на ОДЗ їх можна пiднести до квадрату:
(√

x−2
√

2x+1
)2

=
(√

3
)2 ⇐⇒ (x−2)(2x+1) = 3 ⇐⇒

⇐⇒ 2x2 + x−4x−2−3 = 0 ⇐⇒ 2x2 −3x−5 = 0 .
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Розв’язуючи квадратне рiвняння 2x2 −3x−5 = 0 ,
знаходимо дискримiнант
D = (−3)2 −4 ·2 · (−5) = 9+40 = 49

i коренi рiвняння: x =
3±7
2 ·2 , тобто

x1 =
3−7

4
=−1 , x2 =

3+7
2 ·2 =

10
2 ·2 =

5
2
= 2,5 .

Перевiримо, чи задовольняють знайденi коренi x =−1,
x = 2,5 нерiвностi:

ОДЗ:

{

x−2 ≥ 0,
2x+1 ≥ 0.

Корiнь x =−1 не належить ОДЗ, оскiльки не
задовольняє нерiвнiсть x−2 ≥ 0. Корiнь x = 2,5
задовольняє обом нерiвностям системи i, отже, є
розв’язком заданого рiвняння.

В i д п о в i д ь: 2,5 .
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П р и к л а д 8 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2009 р.).
Розв’яжiть нерiвнiсть 2

√
x2 −6x+9 −

√

(x−1)2 +4x ≤ x .

Р о з в’ я з а н н я. Помiтимо, що пiдкорiннi вирази є
повними квадратами. Дiйсно,

x2 −6x+9 = (x−3)2 ,

(x−1)2 +4x = x2 −2x+1+4x = x2 +2x+1 = (x+1)2 .

Тому 2
√

x2 −6x+9 −
√

(x−1)2 +4x ≤ x ⇐⇒
⇐⇒ 2

√

(x−3)2 −
√

(x+1)2 ≤ x ⇐⇒ 2 |x−3|− |x+1| ≤ x .

Розв’яжемо отриману нерiвнiсть методом iнтервалiв.
Зобразимо кривi знакiв пiдмодульних виразiв:

-?

3 x
+

= 0
y = x−3

s -?

−1 x
+

= 0
y = x+1

s
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-?

3 x
+

= 0
y = x−3

s -?

−1 x
+

= 0
y = x+1

s

Маємо три рiзнi комбiнацiї знакiв цих виразiв:

-s s

x+1
x−3 − − +

++−

−1 3 x
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-s s

x+1
x−3 − − +

++−

−1 3 x

Отже,

2 |x−3|− |x+1| ≤ x ⇐⇒

















{

x ∈ (−∞,−1),
−2(x−3)+(x+1)≤ x,

{

x ∈ [−1;3),
−2(x−3)− (x+1)≤ x,

{

x ∈ [3,∞),
2(x−3)− (x+1)≤ x.

Розв’яжемо кожну з нерiвностей, якi входять до систем:
1) −2(x−3)+(x+1)≤ x ⇐⇒−2x+6+ x+1− x ≤ 0 ⇐⇒

⇐⇒−2x ≤−7 ⇐⇒ x ≥ 7/2 ⇐⇒ x ∈ [7/2,∞);

2) −2(x−3)− (x+1)≤ x ⇐⇒−2x+6− x−1− x ≤ 0 ⇐⇒
⇐⇒−4x ≤−5 ⇐⇒ x ≥ 5/4 ⇐⇒ x ∈ [5/4,∞);

3) 2(x−3)− (x+1)≤ x ⇐⇒ 2x−6− x−1− x ≤ 0 ⇐⇒
⇐⇒−7 ≤ 0 (iстина) ⇐⇒ x ∈ R.
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Пiсля розв’язання нерiвностей сукупнiсть набуває вигляду:
















{

x ∈ (−∞,−1), I
x ∈ [7/2,∞), II

{

x ∈ [−1;3), III
x ∈ [5/4,∞), IV

{

x ∈ [3,∞), V
x ∈ R. VI

Розв’язуємо системи:

-b r
−1 7/2 x
I∩ II =∅

-r r b
−1 5/4 3 x
III∩ IV = [5/4,3)

Розв’язками третьої системи є всi x ∈ [3,∞), оскiльки всi
точки множини V є спiльними точками множин V i VI.

Пiсля розв’язання систем маємо сукупнiсть




x ∈∅,
x ∈ [5/4;3),
x ∈ [3,∞),

⇐⇒
[

x ∈ [5/4;3),
x ∈ [3,∞).
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x ∈ [5/4;3), A

x ∈ [3,∞). B

Нарештi, об’єднуючи множини A i B , отримуємо

-r rf
5/4 3 x

A∪B = [5/4,∞) .
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