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Метод замiни Графiчний Метод замiни Приклад Схема методу

Приклад

Метод замiни змiнних застосовується за першої нагоди
до рiвнянь i нерiвностей виду

f (ϕ(x)) = g(ϕ(x)) , f (ϕ(x))< g(ϕ(x))

i т.п., оскiльки замiна t = ϕ(x) дозволяє спростити
початкове рiвняння чи нерiвнiсть.

П р и к л а д 1. Розв’язати рiвняння x8 + x4 −2 = 0 .

Р о з в’ я з а н н я. Пiсля замiни x4 = t отримуємо
квадратне рiвняння t2 + t −2 = 0.
Його коренi t1 =−2 , t2 = 1 .
Тепер, щоб знайти коренi рiвняння x8 + x4 −2 = 0, пiсля
зворотної замiни t = x4 необхiдно розв’язати сукупнiсть
[

x4 =−2,
x4 = 1,

⇐⇒
[

x ∈∅,
x =±1,

⇐⇒ x =±1 .

В i д п о в i д ь: x1 =−1 , x2 = 1 .
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Логiчна схема методу

Процес розв’язання рiвнянь i нерiвностей методом
замiни змiнних складається з трьох етапiв, якi
розглянемо на прикладi нерiвностi f (ϕ(x))< g(ϕ(x)) :

замiною змiнних (пiдстановкою) t = ϕ(x)
нерiвнiсть f (ϕ(x))< g(ϕ(x)) зводиться до бiльш
простої нерiвностi f (t)< g(t) ;

розв’язується нерiвнiсть f (t)< g(t). Результатом
розв’язання є доведення рiвносильностi
f (t)< g(t)⇐⇒ t ∈ P∗, де P∗ – множина розв’язкiв
нерiвностi f (t)< g(t) ;

розв’язується умова ϕ(x) ∈ P∗. Результатом
розв’язання є доведення рiвносильностi
ϕ(x) ∈ P∗ ⇐⇒ x ∈ P. Отримана у такий спосiб
множина P є, нарештi, множиною розв’язкiв
початкової нерiвностi f (ϕ(x))< g(ϕ(x)).
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Логiчна схема методу

Можливi наступнi види умови ϕ(x) ∈ P∗:

1) ϕ(x) ∈ [a,b] ⇐⇒ a ≤ ϕ(x)≤ b;
2) ϕ(x) ∈ (a,b) ⇐⇒ a < ϕ(x)< b;
3) ϕ(x) ∈ [a,b) ⇐⇒ a ≤ ϕ(x)< b;
4) ϕ(x) ∈ (a,b] ⇐⇒ a < ϕ(x)≤ b;
5) ϕ(x) ∈ (−∞,a] ⇐⇒ ϕ(x)≤ a;
6) ϕ(x) ∈ (−∞,a) ⇐⇒ ϕ(x)< a;
7) ϕ(x) ∈ [a,∞) ⇐⇒ ϕ(x)≥ a;
8) ϕ(x) ∈ (a,∞) ⇐⇒ ϕ(x)> a;
9) ϕ(x) ∈ {a} ⇐⇒ ϕ(x) = a;

10) ϕ(x) ∈∅ ⇐⇒ x ∈∅;
11) ϕ(x) ∈ R ⇐⇒ x ∈ D(ϕ), де D(ϕ) – область

визначення функцiї ϕ(x);

12) ϕ(x) ∈ A1 ∪A2 ⇐⇒
[

ϕ(x) ∈ A1,
ϕ(x) ∈ A2.
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Логiчна схема методу

Зазначимо, що останнiм спiввiдношенням

ϕ(x) ∈ A1 ∪A2 ⇐⇒
[

ϕ(x) ∈ A1,
ϕ(x) ∈ A2

ми скористались в прикладi 1, оскiльки
{−2;1}= {−2}∪{1}.

Отже, на заключному етапi процесу розв’язання рiвнянь
i нерiвностей методом замiни змiнних часто виникає
необхiднiсть розв’язання сукупностей чи подвiйних
нерiвностей.

Розглянемо ефективний прийом розв’язання подвiйних
нерiвностей i сукупностей нерiвностей графiчним
методом.
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Подвiйнi нерiвностi (графiчний метод)

Подвiйнi нерiвностi – це вирази виду
g1(x)< f (x)< g2(x) , g1(x)< f (x)≤ g2(x) i т.п., якi є
скороченим записом вiдповiдно наступних систем
нерiвностей

{

f (x)> g1(x),
f (x)< g2(x),

{

f (x)> g1(x),
f (x)≤ g2(x)

i т.п.

Розв’язки нерiвностi g1(x)< f (x)< g2(x) – це тi x, при
яких точка графiка y = f (x) лежить вище вiдповiдної
точки графiка y = g1(x) i в той же час нижче вiдповiдної
точки графiка y = g2(x).

Якщо серед нерiвностей, що утворюють подвiйну
нерiвнiсть, є нестрогi нерiвностi: g1(x)≤ f (x) або
f (x)≤ g2(x), то до розв’язкiв нерiвностi
g1(x)< f (x)< g2(x) слiд приєднати коренi вiдповiдних
рiвнянь: f (x) = g1(x) чи f (x) = g2(x).
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Подвiйнi нерiвностi (графiчний метод)

П р и к л а д 2. Розв’язати нерiвнiсть 5 < x2 −4x < 21 .

Р о з в’ я з а н н я. Зобразимо ескiзи графiкiв функцiй
y = f (x) = x2 −4x, y = g1(x) = 5, y = g2(x) = 21 i
розв’яжемо подвiйну нерiвнiсть графiчним методом.
При цьому знаходимо тi частини параболи y = x2 −4x,
якi розмiщенi вище прямої y = 5 i в той же час нижче
прямої y = 21, тобто в смузi мiж цими прямими.
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Подвiйнi нерiвностi (графiчний метод)

Проектуючи вiдмiченi частини параболи на вiсь Ox,
знаходимо множину розв’язкiв подвiйної нерiвностi.
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Множина розв’язкiв має вигляд

x ∈ (x3,x1)∪ (x2,x4), де
x1,x2 – коренi рiвняння x2 −4x = 5,Q

QQk
�
��3

коренi рiвняння
f (x) = g1(x)

66

коренi рiвняння f (x) = g2(x)

x3,x4 – коренi рiвняння x2 −4x = 21.
Розв’язуючи цi рiвняння,

вiдповiдно отримуємо
x1 =−1,x2 = 5 i x3 =−3,x4 = 7.

В i д п о в i д ь: x ∈ (−3;−1)∪ (5;7) .
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Метод замiни Графiчний Метод замiни Подвiйнi нерiвностi Сукупностi

Подвiйнi нерiвностi (графiчний метод)

П р и к л а д 3. Розв’язати нерiвнiсть 5 < x2 −4x ≤ 21 .

Р о з в’ я з а н н я. До множини розв’язкiв нерiвностi
5 < x2 −4x < 21, отриманої при розв’язаннi попереднього
прикладу, приєднаємо коренi рiвняння x2 −4x = 21 —
точки −3 i 7.
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В i д п о в i д ь: x ∈ [−3;−1)∪ (5;7] .
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В i д п о в i д ь: x ∈ [−3;−1)∪ (5;7] .
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В i д п о в i д ь: x ∈ [−3;−1)∪ (5;7] .
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Метод замiни Графiчний Метод замiни Подвiйнi нерiвностi Сукупностi

Сукупностi (графiчний метод)

Розв’язки сукупностi
[

f (x)< g1(x),
f (x)> g2(x)

(1)

– це тi x, при яких точка графiка y = f (x) лежить
або нижче вiдповiдної точки графiка y = g1(x),
або вище вiдповiдної точки графiка y = g2(x).

Якщо серед нерiвностей, що входять до сукупностi
нерiвностей, є нестрогi нерiвностi: f (x)≤ g1(x) або
f (x)≥ g2(x), то до розв’язкiв сукупностi (1) слiд
приєднати коренi вiдповiдних рiвнянь: f (x) = g1(x) чи
f (x) = g2(x).
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Метод замiни Графiчний Метод замiни Подвiйнi нерiвностi Сукупностi

Сукупностi (графiчний метод)

П р и к л а д 4. Розв’язати сукупнiсть нерiвностей
[

x2 −4x > 21,
x2 −4x ≤ 5.

Р о з в’ я з а н н я. Розв’язуючи сукупнiсть нерiвностей
графiчним методом, знаходимо тi частини параболи
y = x2 −4x, якi розмiщенi або вище прямої y = 21 або
нижче прямої y = 5, тобто поза смугою, обмеженою
цими прямими. Крiм того, до множини розв’язкiв
необхiдно включити коренi рiвняння x2 −4x = 5.
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Проектуючи вiдмiченi частини параболи на вiсь Ox,
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Множина розв’язкiв має вигляд
x ∈ (−∞,x3)∪ [x1,x2]∪ (x4,∞), де

x1,x2 – коренi рiвняння x2 −4x = 5,Q
QQk

�
��3

коренi рiвняння
f (x) = g1(x)

66

коренi рiвняння f (x) = g2(x)

x3,x4 – коренi рiвняння x2 −4x = 21,
тобто x1 =−1,x2 = 5 i x3 =−3,x4 = 7.

В i д п о в i д ь: x ∈ (−∞,−3)∪ [−1;5]∪ (7,∞) .
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Метод замiни Графiчний Метод замiни Приклади Приклад iз ЗНО

Приклади

П р и к л а д 5. Розв’язати нерiвнiсть x18 −2x9 −3 < 0 .

Р о з в’ я з а н н я. Пiсля замiни змiнних t = x9 отримаємо
квадратну нерiвнiсть t2 −2t −3 < 0, яку розв’яжемо
графiчним методом. Вiдмiтимо ту частину параболи

-
−1 t3

y = t2 −2t −3

u ue e

y = t2 − 2t − 3, яка
лежить нижче осi Ot ,
i спроектуємо її на вiсь
Ot: t ∈ (−1;3).

Далi, пiсля зворотної замiни t = x9 необхiдно
розв’язати умову x9 ∈ (−1;3) ⇐⇒ −1 < x9 < 3.

ЗФМШ, Kиїв Метод замiни змiнних



Метод замiни Графiчний Метод замiни Приклади Приклад iз ЗНО

Приклади

П р и к л а д 5. Розв’язати нерiвнiсть x18 −2x9 −3 < 0 .

Р о з в’ я з а н н я. Пiсля замiни змiнних t = x9 отримаємо
квадратну нерiвнiсть t2 −2t −3 < 0, яку розв’яжемо
графiчним методом. Вiдмiтимо ту частину параболи

-
−1 t3

y = t2 −2t −3

u ue e

y = t2 − 2t − 3, яка
лежить нижче осi Ot ,
i спроектуємо її на вiсь
Ot: t ∈ (−1;3).

Далi, пiсля зворотної замiни t = x9 необхiдно
розв’язати умову x9 ∈ (−1;3) ⇐⇒ −1 < x9 < 3.

ЗФМШ, Kиїв Метод замiни змiнних



Метод замiни Графiчний Метод замiни Приклади Приклад iз ЗНО

Приклади

П р и к л а д 5. Розв’язати нерiвнiсть x18 −2x9 −3 < 0 .

Р о з в’ я з а н н я. Пiсля замiни змiнних t = x9 отримаємо
квадратну нерiвнiсть t2 −2t −3 < 0, яку розв’яжемо
графiчним методом. Вiдмiтимо ту частину параболи

-
−1 t3

y = t2 −2t −3

u ue e

y = t2 − 2t − 3, яка
лежить нижче осi Ot ,
i спроектуємо її на вiсь
Ot: t ∈ (−1;3).

Далi, пiсля зворотної замiни t = x9 необхiдно
розв’язати умову x9 ∈ (−1;3) ⇐⇒ −1 < x9 < 3.

ЗФМШ, Kиїв Метод замiни змiнних



Метод замiни Графiчний Метод замiни Приклади Приклад iз ЗНО

Приклади

П р и к л а д 5. Розв’язати нерiвнiсть x18 −2x9 −3 < 0 .

Р о з в’ я з а н н я. Пiсля замiни змiнних t = x9 отримаємо
квадратну нерiвнiсть t2 −2t −3 < 0, яку розв’яжемо
графiчним методом. Вiдмiтимо ту частину параболи

-
−1 t3

y = t2 −2t −3

u ue e

y = t2 − 2t − 3, яка
лежить нижче осi Ot ,
i спроектуємо її на вiсь
Ot: t ∈ (−1;3).

Далi, пiсля зворотної замiни t = x9 необхiдно
розв’язати умову x9 ∈ (−1;3) ⇐⇒ −1 < x9 < 3.

ЗФМШ, Kиїв Метод замiни змiнних



Метод замiни Графiчний Метод замiни Приклади Приклад iз ЗНО

Приклади

Розв’язуючи подвiйну нерiвнiсть −1 < x9 < 3 графiчним
методом, знаходимо ту частину кривої y = x9, яка
розмiщена в смузi мiж прямими y =−1 i y = 3:
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Проектуючи вiдмiчену частину кривої на вiсь Ox,
знаходимо множину розв’язкiв подвiйної нерiвностi:
−1 < x9 < 3 ⇐⇒ x ∈ (−1; 9

√
3) .

В i д п о в i д ь: x ∈ (−1; 9
√

3) .
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Приклади

П р и к л а д 6. Розв’язати нерiвнiсть x4 −11x2 +10 ≥ 0 .

Р о з в’ я з а н н я. Пiсля замiни змiнних t = x2 отримаємо
квадратну нерiвнiсть t2 −11t +10 ≥ 0, яку розв’яжемо
графiчним методом. Вiдмiтимо частини параболи

-
1 t10

y = t2 −11t +10

u u

y = t2 − 11t + 10, якi
лежать вище осi Ot
(включаючи точки t = 1
i t = 10) i спроектуємо їх
на вiсь Ot:
t ∈ (−∞,1]∪ [10,∞).

Далi, пiсля зворотної замiни t = x2 необхiдно
розв’язати умову

x2 ∈ (−∞,1]∪ [10,∞)⇐⇒
[

x2 ∈ (−∞,1],
x2 ∈ [10,∞),

⇐⇒
[

x2 ≤ 1,
x2 ≥ 10.
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Розв’язуючи сукупнiсть нерiвностей
[

x2 ≤ 1,
x2 ≥ 10

графiчним методом, знаходимо тi частини параболи
y = x2, якi розмiщенi поза смугою, обмеженою прямими
y = 1 i y = 10:
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Проектуючи вiдмiченi частини параболи на вiсь Ox,
знаходимо множину розв’язкiв початкової нерiвностi
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−
√

10 −1 1
√

10

коренi рiвняння

x2 = 1
коренi рiвняння x2 = 10

x4 −11x2 +10 ≥ 0:

x ∈ (−∞,−
√

10]∪ [−1;1]∪
∪[
√

10,∞) .

В i д п о в i д ь: x ∈ (−∞,−
√

10]∪ [−1;1]∪ [
√

10,∞) .
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Метод замiни Графiчний Метод замiни Приклади Приклад iз ЗНО

Приклад iз ЗНО

П р и к л а д 7 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання,

2010 р.). Розв’яжiть рiвняння
∣

∣

∣
|2x−1|−3

∣

∣

∣
= 5. Якщо

рiвняння має один корiнь, то запишiть його у вiдповiдь.
Якщо рiвняння має бiльше одного кореня, то у вiдповiдь
запишiть добуток усiх коренiв.

Р о з в’ я з а н н я. Пiсля замiни t = |2x−1|−3
отримуємо рiвняння | t |= 5 ⇐⇒ t =±5.
Далi пiсля зворотної замiни необхiдно розв’язати
сукупнiсть
[

|2x−1|−3 =−5,
|2x−1|−3 = 5.

Виконуючи ще одну замiну змiнних z = 2x−1 ,
отримуємо
[

|z |−3 =−5,
|z |−3 = 5,

⇐⇒
[

|z |=−2,
|z |= 8,

⇐⇒
[

z ∈∅,
z =±8,

⇐⇒ z =±8 .
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Метод замiни Графiчний Метод замiни Приклади Приклад iз ЗНО

Приклад iз ЗНО

Нарештi, виконуючи зворотну замiну z = 2x−1 , будемо
мати

z =±8 ⇐⇒ 2x−1 =±8 ⇐⇒
[

2x−1 =−8,
2x−1 = 8,

⇐⇒

⇐⇒
[

2x =−7,
2x = 9,

⇐⇒
[

x =−7/2,
x = 9/2.

Отже, задане рiвняння має два коренi: x1 =−7/2 ,
x2 = 9/2 .
Їх добуток x1 · x2 =−63/4 =−15,75 .

В i д п о в i д ь: −15,75 .
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