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Мiй намiр полягає не

в тому, щоб навчати тут

методу, якому кожний має

слiдувати, щоб правильно

спрямовувати свiй розум, а

тiльки в тому, щоб показати,

яким чином спрямовував я

свiй власний розум.

Рене Декарт, "Мiркування

про метод"
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Основний принцип комбiнаторики (правило

множення)

Основний принцип комбiнаторики можна сформулювати так:

нехай необхiдно послiдовно виконати k дiй. Якщо першу
дiю можна виконати n1 способами, пiсля чого другу – n2
способами, третю – n3 способами i так далi, то всi k дiй
можуть бути виконанi n1 ·n2 · . . . ·nk способами.

П р и к л а д 1. В камерi схову встановлено кодовий
замок, шифр якого складається з трьох цифр. Скiльки
рiзних комбiнацiй можна утворити з цифр 1,2,3,4,5 ,
якщо:
1) цифри в кодi можуть повторюватися?
2) цифри в кодi не можуть повторюватися?
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Р о з в’ я з а н н я. 1) Оскiльки цифри в кодi можуть
повторюватися, то кожна цифра коду може бути
вибрана 5 способами. Тому, за правилом множення
загальна кiлькiсть комбiнацiй дорiвнює 5 ·5 ·5 = 125 .

2) На першому мiсцi може стояти будь-яка з п’яти
цифр, на другому – одна з чотирьох, що залишилися
пiсля вибору першої цифри, на третьому – одна з трьох,
що залишилися пiсля вибору перших двох цифр.
Загальну кiлькiсть комбiнацiй пiдраховуємо за
правилом множення: 5 ·4 ·3 = 60 .

В i д п о в i д ь: 1) 125 ; 2) 60 .
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Перестановки, розмiщення i сполучення

Множина з n елементiв називається впорядкованою,
якщо кожному елементу цiєї множини поставлено у
вiдповiднiсть певне число (номер елемента) вiд 1 до n
так, що рiзним елементам вiдповiдають рiзнi числа.
Впорядкованi множини вважаються рiзними, якщо вони
вiдрiзняються або своїми елементами, або їх порядком.

Впорядкованi множини, якi вiдрiзняються тiльки
порядком елементiв, називаються перестановками
цiєї множини.

Кiлькiсть перестановок множини з n елементiв
позначають Pn .
Так, як i при розв’язаннi Прикладу 1 (див. пункт 2),
встановлюється, що це число дорiвнює

Pn = n! ,

де n! = 1 ·2 · . . . ·n .
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Перестановки, розмiщення i сполучення

Розмiщенням iз n елементiв по k (без повторень)
називається впорядкована пiдмножина, яка мiстить
k елементiв iз множини, що складається з n
елементiв.

Кiлькiсть розмiщень iз n елементiв по k позначають
Ak

n .

Зокрема, в прикладi 1 в пунктi 2) обчислено

A3
5 = 5 ·4 ·3 = 60 .

Аналогiчно встановлюється формула

Ak
n = n · (n−1) · · · · · (n− k+1) =

n!
(n− k)!

.
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Сполученням (або комбiнацiєю) iз n елементiв по k
(без повторень) називається пiдмножина, яка мiстить k
елементiв iз множини, що складається з n елементiв.
При цьому порядок елементiв у пiдмножинi є неiстотним.

Кiлькiсть розмiщень iз n елементiв по k позначають Ck
n .

При цьому сполучення, розмiщення i перестановки зв’язанi
мiж собою спiввiдношеннями Ak

n = Ck
n ·Pk (оскiльки з однiєї

пiдмножини, що мiстить k елементiв, можна утворити Pk = k!
рiзних впорядкованих множин i тому кiлькiсть розмiщень Ak

n
в Pk раз бiльша кiлькостi сполучень Ck

n ).

Звiдси отримуємо формулу Ck
n =

n!
k!(n− k)!

.

Покладають, що 0! = 1. Тодi C0
n = 1.
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П р и к л а д 2. Iз 16 учнiв одного класу необхiдно обрати
трьох для участi в олiмпiадi. Якою кiлькiстю способiв
можна це зробити?

Р о з в’ я з а н н я. Оскiльки порядок трьох учнiв у
обранiй пiдмножинi є неiстотним, то кiлькiсть способiв
вибору обчислюється за формулою:

C3
16 =

16!
3!(16−3)!

=
14 ·15 ·16

2 ·3
= 560 .

В i д п о в i д ь: 560 .

П р и к л а д 3. Якою кiлькiстю способiв може
утворитися трiйка призерiв першостi з футболу, в якiй
приймають участь 16 команд?

Р о з в’ я з а н н я. На вiдмiну вiд попереднього прикладу,
тут iстотно, яка саме команда стане чемпiоном, яка буде
другою i яка посяде третє мiсце.
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Тому кiлькiсть способiв утворення трiйки призерiв
обчислюємо за формулою:

A3
16 =

16!
(16−3)!

= 14 ·15 ·16 = 3360 .

В i д п о в i д ь: 3360 .
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Бiном Ньютона

Справедлива формула

(a+b)n =C0
nan +C1

nan−1b1 +C2
nan−2b2 + · · ·+Cn−1

n a1bn−1 +Cn
nbn ,

де n – натуральне число.

Скорочено цей вираз можна записати так:

(a+b)n =
n
∑

k=0
Ck

n an−k bk .

Числа Ck
n називають також бiномiальними

коефiцiєнтами.
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Бiном Ньютона
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Ck

n =Cn−k
n , Ck

n +Ck−1
n =Ck

n+1 . За допомогою останньої
формули будують трикутник Паскаля:

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1
. . .
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C2
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П р и к л а д 4. В розкладi
(

4
√

x+ 1
3√x

)15
обчислити

коефiцiєнт при x2.

Р о з в’ я з а н н я. За формулою бiнома Ньютона отримуємо
(

4
√

x+ 1
3√x

)15
=

15
∑

k=0
Ck

15 (
4
√

x)15−k
(

1
3√x

)k
=

15
∑

k=0
Ck

15 x
15−k

4 x−
k
3 =

=
15
∑

k=0
Ck

15 x
45−7k

12 .

Доданок з x2 маємо при
45−7k

12 = 2 ⇐⇒ 45−7k = 24 ⇐⇒ k = 3 .

Отже, коефiцiєнт при x2 дорiвнює

C3
15 =

15!
3!(15−3)!

=
13 ·14 ·15

2 ·3
= 455 .

В i д п о в i д ь: 455 .
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Перестановки з повтореннями
Впорядкована множина з n елементiв, серед яких є k1
елементiв першого типу, k2 елементiв другого типу, . . . ,
km елементiв m-го типу, причому k1 + k2 + · · ·+ km = n ,
називається перестановкою з повтореннями.

Кiлькiсть перестановок з повтореннями дорiвнює

Pn(k1,k2, . . . ,km) =
n!

k1!k2! . . .km!
.

П р и к л а д 5. Скiльки рiзних слiв можна отримати,
переставляючи букви в словi "математика"?
Р о з в’ я з а н н я. В словi "математика" 10 букв, з яких буква
"м" зустрiчається 2 рази, буква "а" – 3 рази, буква "т" – 2
рази, буква "е" – 1 раз, буква "и" – 1 раз, буква "к" – 1
раз. Тому кiлькiсть слiв, що утворюються при всiх можливих
перестановках цих букв, дорiвнює

P10(2,3,2,1,1,1) =
10!

2!3!2!1!1!1!
= 151200 .

В i д п о в i д ь: 151200 .
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Приклади

П р и к л а д 6. В ящику лежать кiлька бiлих i чорних
пронумерованих кульок. Вiдомо, що взяти одну бiлу i одну
черну кульку разом можна 80 способами, а одну бiлу i двi
чорних – 360 способами. Скiльки в ящику бiлих кульок i
скiльки чорних?

Р о з в’ я з а н н я. Нехай в ящику лежать n бiлих i k чорних
кульок. Тодi кiлькiсть способiв взяти одну бiлу i одну чорну
кульки дорiвнює C1

n C1
k = 80 , а кiлькiсть способiв взяти одну

бiлу i двi чорних кульки разом дорiвнює C1
n C2

k = 360 . Маємо
систему двох рiвнянь з двома невiдомими n i k :
{

nk = 80 ,

n k(k−1)
2 = 360 ,

⇐⇒

{

nk = 80 ,
80(k−1)

2 = 360 ,
⇐⇒

{

k = 10 ,

n = 80
k = 8 .

В i д п о в i д ь: 8 бiлих i 10 чорних кульок.
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Приклади

П р и к л а д 7. Розв’язати рiвняння: 3A2
x−1 −C2

x = 45 .

Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи формули сполучень i
розмiщень, отримуємо:

3(x−1)(x−2)− x(x−1)
2 = 45 .

Пiсля розкриття дужок i зведення подiбних доданкiв
отримаємо квадратне рiвняння:

6(x2 −3x+2)− (x2 − x) = 90 ⇐⇒

⇐⇒ 6x2 −18x+12− x2 + x−90 = 0 ⇐⇒

⇐⇒ 5x2 −17x−78 = 0 ⇐⇒

[

x1 = 6 ,
x2 =−2,6 .

Враховуючи, що x – натуральне число, маємо x = 6 .

В i д п о в i д ь: x = 6 .
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x = 45 .

Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи формули сполучень i
розмiщень, отримуємо:
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2 = 45 .

Пiсля розкриття дужок i зведення подiбних доданкiв
отримаємо квадратне рiвняння:

6(x2 −3x+2)− (x2 − x) = 90 ⇐⇒

⇐⇒ 6x2 −18x+12− x2 + x−90 = 0 ⇐⇒
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[

x1 = 6 ,
x2 =−2,6 .
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В i д п о в i д ь: x = 6 .

ЗФМШ, Kиїв Комбiнаторика. Елементи теорiї ймовiрностей



Комбiнаторика Теор.ймовiр. Статистика ЗНО Ймовiрнiсть Добуток i сума подiй

Елементи теорiї ймовiрностей

В теорiї ймовiрностей розглядаються стохастичнi
експерименти – певнi випробування, якi можна
повторити будь-яку кiлькiсть разiв, але результати яких
неможливо точно передбачити.

Результат стохастичного експеримента називають
елементарною подiєю.

З кожним стохастичним експериментом пов’язують
простiр елементарних подiй Ω – сукупнiсть всiх
можливих результатiв експеримента.

Будь-яка пiдмножина A простору елементарних подiй Ω
називається випадковою подiєю.

ЗФМШ, Kиїв Комбiнаторика. Елементи теорiї ймовiрностей



Комбiнаторика Теор.ймовiр. Статистика ЗНО Ймовiрнiсть Добуток i сума подiй

Класичне означення ймовiрностi

Нехай простiр елементарних подiй Ω складається з n
елементарних подiй ω1,ω2, . . . ,ωn , причому всi цi
елементарнi подiї є рiвноможливими, а у склад
випадкової подiї A входять m з цих подiй.

Ймовiрнiстю P(A) випадкової подiї A називається
вiдношення

P(A) =
m
n

.

Ця формула називається класичним означенням
ймовiрностi.
Ймовiрнiсть – це числова характеристика можливостi
появи випадкової подiї.
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Класичне означення ймовiрностi

П р и к л а д 8. Дано вiдрiзки, довжини яких 3,4,7,8,10. Знайти
ймовiрнiсть того, що iз трьох навмання взятих вiдрiзкiв можна
скласти трикутник.

Р о з в’ я з а н н я. Кiлькiсть способiв вибрати три з п’яти рiзних
вiдрiзкiв дорiвнює C3

5 = 10. Отже, простiр Ω складається з
n = 10 елементарних подiй.
Подiя A полягає в тому, що з цих трьох вiдрiзкiв можна
скласти трикутник, тобто для вибраних трьох чисел повинна
виконуватися нерiвнiсть трикутника: сума будь-яких двох
iз них бiльша, нiж третє число. Очевидно, що з 10
можливих подiй цiй умовi задовольняють такi 6 трiйок чисел:
3,7,8; 3,8,10; 4,7,8; 4,7,10; 4,8,10; 7,8,10. Тому подiя A
складається з m = 6 елементарних подiй.
Отже, ймовiрнiсть подiї A дорiвнює
P(A) = m/n = 6/10 = 3/5 .

В i д п о в i д ь: 3/5 .
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Класичне означення ймовiрностi

П р и к л а д 9. Влаcник лотерейного бiлета закреслює 6
номерiв iз 40. Знайти ймовiрнiсть того, що вiн угадає хоча б 3
виграшних номери.

Р о з в’ я з а н н я. Кiлькiсть способiв вибрати 6 номерiв iз 40
дорiвнює C6

40. Нехай подiя A полягає в тому, що влаcник бiлета
вгадає хоча б 3 виграшних номери, тобто вiн угадає або 3, або
4, або 5, або всi 6 виграшних номерiв iз 40. Кiлькiсть способiв
угадати рiвно 3 номери дорiвнює C3

6 ·C
3
34, оскiльки гравець

повинен вибрати 3 номери з 6 виграшних та ще 3 номери з 34
невиграшних. Аналогiчно, кiлькiсть способiв угадати рiвно 4
номери дорiвнює C4

6 ·C
2
34, угадати 5 номерiв – C5

6 ·C
1
34 та угадати

всi 6 номерiв – C6
6 = 1. Тому ймовiрнiсть подiї A дорiвнює

P(A) =
C3

6 ·C
3
34 +C4

6 ·C
2
34 +C5

6 ·C
1
34 +1

C6
40

≈ 0,033 .

В i д п о в i д ь: ≈ 0,033 .
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Протилежна подiя

Подiї A i A називаються протилежними, якщо в
результатi випробування може вiдбутися одна i тiльки
одна з них. Подiю A називають також доповненням до
подiї A.
Очевидно, що P(A) = 1−P(A) .

В деяких задачах пiдрахунок кiлькостi елементарних подiй,
що утворюють доповнення A, можна здiйснити простiше, нiж
пiдрахунок кiлькостi елементарних подiй, що утворюють саму
подiю A.

П р и к л а д 10. В ящику знаходяться 8 бiлих i 5 чорних кульок.
Знайти ймовiрнiсть того, що серед навмання витягнутих з
ящика трьох кульок хоча б одна буде чорною.

Р о з в’ я з а н н я. Кiлькiсть способiв вибрати 3 кульки з 13, що
мiстяться в ящику, дорiвнює C3

13 .
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Протилежна подiя

Нехай подiя A полягає в тому, що серед трьох витягнутих
кульок хоча б одна буде чорною, тобто буде або 1 чорна, або 2
чорних, або 3 чорних кульки.

Розглянемо протилежну подiю A , яка полягає в тому, що серед
витягнутих трьох кульок чорнi кульки вiдсутнi, тобто всi три
витягнутi кульки – бiлi.
Кiлькiсть способiв дiстати 3 бiлих кульки з 8, що знаходяться
в ящику, дорiвнює C3

8 . Тому ймовiрнiсть подiї A дорiвнює

P(A) =C3
8/C3

13 ≈ 0,196 ,

а ймовiрнiсть подiї A дорiвнює

P(A) = 1−P(A)≈ 1−0,196 = 0,804 .

В i д п о в i д ь: ≈ 0,804 .
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Геометрична ймовiрнiсть

При деяких випробуваннях простiр елементарних подiй
є нескiнченним. Нехай кожнiй елементарнiй подiї можна
поставити у взаємно однозначну вiдповiднiсть точку певної
геометричної областi G (вiдрiзка на прямiй, фiгури на площинi
чи тiла в просторi) так, що ймовiрнiсть попадання точки в
рiвновеликi (вiдповiдно, за довжиною, площею або об’ємом)
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Геометрична ймовiрнiсть

П р и к л а д 11. Вiдрiзок довжини a роздiлили навмання на
три частини. Знайти ймовiрнiсть того, що з отриманих частин
можна скласти трикутник.

Р о з в’ я з а н н я. Нехай задано вiдрiзок
BK, на якому навмання вибрано точки
C i D (див. мал.), причому довжина
частини BC = x, довжина DK = y,

точка C знаходиться ближче до точки B, нiж точка D, тому
BC+DK < BK. Усiм можливим значенням x,y вiдповiдає

множина G точок, координати яких
задовольняють систему нерiвностей






x > 0 ,
y > 0 ,
x+ y < a ,

тобто трикутник OMN з вершинами
O(0;0), M(0;a), N(a;0), площа якого
SOMN = a2/2 (див. мал.).
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Геометрична ймовiрнiсть

Нехай подiя A полягає в тому, що з вiдрiзкiв BC = x,
CD = a − x − y, DK = y можна скласти трикутник. Тодi
для довжин цих вiдрiзкiв повиннi виконуватися нерiвностi
трикутника. Всiм можливим значенням x,y , що реалiзують
подiю A, вiдповiдає множина g точок, координати яких
задовольняють систему нерiвностей






y < a− x− y+ x ,
a− x− y < x+ y ,
x < a− x− y+ y

⇐⇒











y < a
2 ,

y > a
2 − x ,

x < a
2 .

На координатнiй площинi
розв’язки цiєї системи мiстяться
в трикутнику LPT з вершинами
L(0;a/2) , P(a/2;a/2) , T (a/2;0) ,
площа якого

SLPT = 1
2 ·

a
2 ·

a
2 = a2

8 (див. мал.).
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Геометрична ймовiрнiсть

Отже, ймовiрнiсть

P(A) =
SLPT

SOMN
=

a2

8
:

a2

2
=

1
4
= 0,25 .

В i д п о в i д ь: 0,25 .
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Умовна ймовiрнiсть
Умовною ймовiрнiстю PA(B) називається ймовiрнiсть
подiї B, обчислена у припущеннi, що подiя A вже
вiдбулася.

П р и к л а д 12. З ящика, в якому лежать 4 бiлих i 5 чорних
кульок, по черзi дiстають двi кульки. Вiдомо, що перша кулька
виявилась бiлою. Знайти ймовiрнiсть того, що друга кулька
також буде бiлою.
Р о з в’ я з а н н я. Нехай подiя A полягає в тому, що перша
кулька – бiла, а подiя B – в тому, що друга кулька –
бiла. Очевидно, що в початковий момент ймовiрнiсть дiстати
бiлу кульку дорiвнює 4/9. Проте, вiдомо, що подiя A вже
вiдбулася. Тому знаходження ймовiрностi подiї B зводиться до
обчислення ймовiрностi дiстати бiлу кульку при нових умовах,
а саме: тепер в ящику залишилося 3 бiлих i 5 чорних кульок.
Оскiльки всього в ящику знаходяться 8 кульок, з яких 3 бiлих,
то шукана ймовiрнiсть PA(B) дорiвнює 3/8.
В i д п о в i д ь: 3/8 .
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Умовна ймовiрнiсть

У випадку, коли подiї A i B – незалежнi, умовна ймовiрнiсть
PA(B) не залежить вiд здiйснення чи не здiйснення подiї A i
дорiвнює ймовiрностi здiйснення подiї B , тобто PA(B) = P(B) .

П р и к л а д 13. З ящика, в якому лежать 4 бiлих i 5 чорних
кульок, по черзi дiстають двi кульки, повертаючи кожного
разу кульки назад в ящик. Вiдомо, що перша кулька виявилась
бiлою. Знайти ймовiрнiсть того, що друга кулька також буде
бiлою.

Р о з в’ я з а н н я. Нехай подiя A полягає в тому, що перша
кулька – бiла, а подiя B – в тому, що друга кулька – бiла.
Оскiльки за умов задачi подiї A i B – незалежнi, то ймовiрнiсть
подiї B дорiвнює ймовiрностi дiстати бiлу кульку з ящика, в
якому лежать 9 кульок, 4 з яких – бiлi, тобто P(B) = 4/9 .

В i д п о в i д ь: 4/9 .
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Добуток подiй

Добутком (або перетином) подiй A i B називається
подiя, яка вiдбувається, якщо в результатi випробування
вiдбуваються обидвi подiї A i B .

Ймовiрнiсть добутку двох довiльних подiй A i B обчислюється
за формулою

P(A ·B) = P(A)PA(B) .

Ймовiрнiсть добутку двох незалежних подiй A i B дорiвнює
добутку ймовiрностей цих подiй:

P(A ·B) = P(A)P(B) ,

оскiльки при цьому PA(B) = P(B) .
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Приклади

П р и к л а д 14. Кожен iз трьох стрiлкiв робить по одному
пострiлу в мiшень. Ймовiрнiсть влучення в цiль: для першого
стрiлка – 0,9; для другого – 0,8; для третього – 0,6. Знайти
ймовiрнiсть таких подiй:

A – в мiшень влучать рiвно два стрiлка;

B – в мiшень влучить хоча б один стрiлок.

Р о з в’ я з а н н я. Нехай подiя A1 полягає в тому, що перший
стрiлок влучить в мiшень, подiя A2 – в тому, що в мiшень
влучить другий стрiлок, подiя A3 – в тому, що в мiшень
влучить третiй стрiлок; A1, A2, A3 – подiї, протилежнi
вiдповiдно до подiй A1, A2, A3. Тодi

P(A1) = 0,9, P(A2) = 0,8, P(A3) = 0,6, P(A1) = 0,1, P(A2) = 0,2,

P(A3) = 0,4 .
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Подiя A (в мiшень влучать рiвно два стрiлки) вiдбувається в
таких несумiсних випадках: 1) першi два стрiлки влучають в
цiль, а третiй – не влучає; 2) перший i третiй стрiлки влучають
в цiль, а другий – не влучає; 3) другий i третiй стрiлки
влучають в цiль, а перший – не влучає.
Враховуючи незалежнiсть подiй A1, A2, A3, отримуємо

P(A) = P(A1)P(A2)P(A3)+P(A1)P(A2)P(A3)+P(A1)P(A2)P(A3) =

= 0,9 ·0,8 ·0,4+0,9 ·0,2 ·0,6+0,1 ·0,8 ·0,6 = 0,444 .

Протилежна подiї B (в мiшень влучить хоча б один стрiлок)
подiя B полягає в тому, що в мiшень не влучить жоден iз
стрiлкiв. Тому ймовiрнiсть подiї B можна обчислити так:

P(B) = 1−P(B) = 1−P(A1)P(A2)P(A3) = 1−0,1 ·0,2 ·0,4= 0,992 .

В i д п о в i д ь: P(A) = 0,444 , P(B) = 0,992 .
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Приклади

П р и к л а д 15. В ящику знаходяться 3 бiлих i 4 чорних
кульки. Два гравцi по черзi дiстають iз ящика по однiй кульцi,
не повертаючи їх назад. Виграє той, хто перший дiстане бiлу
кульку. Знайти ймовiрнiсть виграшу першого гравця.

Р о з в’ я з а н н я. Нехай подiя Ak полягає в тому, що перший
гравець дiстає бiлу кульку в k-й спробi, а подiя Bk полягає
в тому, що другий гравець дiстає бiлу кульку в k-й спробi, i
Ak, Bk – подiї, протилежнi вiдповiдно до подiй Ak, Bk.

Перший гравець може виграти в таких трьох несумiсних
випадках.

1) В першiй спробi вiн одразу дiстане бiлу кульку.
Всього в ящику знаходилось 7 кульок, серед них було 3 бiлих.
Отже, ймовiрнiсть дiстати бiлу кульку P(A1) = 3/7.
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Приклади

2) Спочатку перший гравець дiстає чорну кульку, ймовiрнiсть
цiєї подiї P(A1 ) = 4/7 . Пiсля цього другий гравець також
дiстає чорну кульку; на цьому етапi в ящику залишалось
3 бiлих i 3 чорних кульки, тому ймовiрнiсть цiєї подiї
P A1

(B1 ) = 3/6 = 1/2 . Нарештi, в своїй другiй спробi перший
гравець дiстає бiлу кульку; на цьому етапi в ящику залишалось
3 бiлих i 2 чорних кульки, тому ймовiрнiсть цiєї подiї
P A1 ·B1

(A2) = 3/5 .

3) Перший i другий гравцi по черзi двiчi дiстають чорнi куль-
ки, ймовiрностi цих подiй дорiвнюють вiдповiдно P(A1 ) = 4/7,
P A1

(B1 ) = 1/2, P A1 ·B1
(A2 ) = 2/5, P A1 ·B1 ·A2

(B2 ) = 1/4. В своїй
третiй спробi перший гравець дiстає бiлу кульку; на цей
момент в ящику залишається тiльки 3 бiлих кульки, тому
ймовiрнiсть цiєї подiї P A1 ·B1 ·A2 ·B2

(A3) = 1 .
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З урахуванням несумiсностi описаних у перерахованих
випадках подiй обчислюємо ймовiрнiсть виграшу першого
гравця:

P(A) = P(A1)+P(A1 )P A1
(B1 )P A1 ·B1

(A2)+

+P(A1 )P A1
(B1 )P A1 ·B1

(A2 )P A1 ·B1 ·A2
(B2 )P A1 ·B1 ·A2 ·B2

(A3) =

=
3
7
+

4
7
·

1
2
·

3
5
+

4
7
·

1
2
·

2
5
·

1
4
·1 =

22
35

≈ 0,63 .

В i д п о в i д ь: ≈ 0,63 .
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Формула Бернуллi

Нехай проводиться серiя з n незалежних випробувань, в
кожному з яких може бути два результати: "успiх" iз
ймовiрнiстю p або "невдача" iз ймовiрнiстю q = 1 − p.
Ймовiрнiсть того, що в такiй серiї рiвно k випробувань
закiнчаться "успiхом", обчислюється за формулою Бернуллi

Pn(k) =Ck
n pk(1− p)n−k ,

а сама серiя випробувань називається схемою Бернуллi.

П р и к л а д 16. Проводиться 7 незалежних пострiлiв в цiль,
ймовiрнiсть влученни в яку з одного пострiлу дорiвнює 0,6.
Знайти: 1) ймовiрнiсть рiвно 5 влучень в цiль; 2) ймовiрнiсть,
принаймнi, двох влучень в цiль.
Р о з в’ я з а н н я. Очевидно, що серiя пострiлiв є схемою
Бернуллi, в якiй n = 7 ; p = 0,6 ; q = 1− p = 0,4 .

1) Ймовiрнiсть рiвно 5 влучень iз 7 пострiлiв дорiвнює

P7(5) =C5
7 (0,6)5 (0,4)2 ≈ 0,261.
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Формула Бернуллi

2) Протилежною подiї "принаймнi, два влучення в цiль"
є подiя "або одне влучення, або жодного", тому шукану
ймовiрнiсть можна обчислити так:

P(A) = 1−P7(1)−P7(0) = 1−C1
7 (0,6)

1(0,4)6 −C0
7 (0,6)

0(0,4)7 ≈

≈ 1−0,017−0,002 = 0,981 .

В i д п о в i д ь: 1) ≈ 0,261; 2) ≈ 0,981 .
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Елементи математичної статистики
Вибiркою об’єму n називається набiр величин x1,x2, . . . ,xn,
вибраних за певною процедурою iз сукупностi об’єктiв, що
вивчаються дослiдником. За допомогою вибiрки роблять
висновки вiдносно об’єктiв усiєї сукупностi.
Розмiстимо величини x1,x2, . . . ,xn у порядку неспадання
i отриману послiдовнiсть позначимо у наступний спосiб:
x(1),x(2), . . . ,x(n). Така послiдовнiсть називається варiацiйним
рядом вибiрки.
Якщо деякi значення в послiдовностi x(1),x(2), . . . ,x(n)
повторюються, то таку вибiрку зручнiше записати у виглядi
таблицi, яка називається статистичним рядом:

Значення y1 y2 . . . ys

Частота m1 m2 . . . ms

де y1,y2, . . . ,ys – рiзнi значення даних варiацiйного ряду
x(1),x(2), . . . ,x(n), а mi – кiлькiсть повторiв значення yi в цьому
рядi, i = 1,2, . . . ,s. Очевидно, що m1 +m2 + · · ·+ms = n .
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Елементи математичної статистики

Розмахом вибiрки ∆ називається рiзниця мiж
максимальним i мiнiмальним елементами вибiрки або те
ж саме, що i рiзниця мiж останнiм i першим елементами
варiацiйного або статистичного ряду: ∆ = x(n)− x(1) .

Мода вибiрки (позначається Mo) – це елемент, який
частiше всього зустрiчається у виборцi, тобто елемент
статистичного ряду, якому вiдповiдає найбiльша
частота: Mo = yk, якщо mk = max

i
mi .

Якщо кiлька елементiв статистичного ряду мають однакову
найбiльшу частоту, то вибiрка має кiлька мод.

ЗФМШ, Kиїв Комбiнаторика. Елементи теорiї ймовiрностей



Комбiнаторика Теор.ймовiр. Статистика ЗНО Елементи математичної статистики

Елементи математичної статистики

Розмахом вибiрки ∆ називається рiзниця мiж
максимальним i мiнiмальним елементами вибiрки або те
ж саме, що i рiзниця мiж останнiм i першим елементами
варiацiйного або статистичного ряду: ∆ = x(n)− x(1) .

Мода вибiрки (позначається Mo) – це елемент, який
частiше всього зустрiчається у виборцi, тобто елемент
статистичного ряду, якому вiдповiдає найбiльша
частота: Mo = yk, якщо mk = max

i
mi .

Якщо кiлька елементiв статистичного ряду мають однакову
найбiльшу частоту, то вибiрка має кiлька мод.

ЗФМШ, Kиїв Комбiнаторика. Елементи теорiї ймовiрностей



Комбiнаторика Теор.ймовiр. Статистика ЗНО Елементи математичної статистики

Елементи математичної статистики

Медiана вибiрки (позначається Me) – це елемент, який
знаходиться посерединi варiацiйного ряду вибiрки.

Якщо кiлькiсть елементiв вибiрки непарна: n = 2k − 1, то
посерединi варiацiйного ряду знаходиться один елемент з
номером k: Me = x(k) .

Якщо кiлькiсть елементiв вибiрки парна: n = 2k, то посерединi
варiацiйного ряду знаходяться два елементи з номерами k
та k + 1 i медiана дорiвнює їх середньому арифметичному:

Me =
x(k)+ x(k+1)

2
.
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Середнє вибiрки (позначається x̄ ) дорiвнює середньому
арифметичному усiх елементiв вибiрки:

x̄ =
1
n

n

∑
i=1

xi =
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
.

Середнє для статистичного ряду

Значення y1 y2 . . . ys

Частота m1 m2 . . . ms

обчислюється за формулою:

x̄ =
1
n

s

∑
i=1

yi mi =
y1 m1 + y2 m2 + · · ·+ ys ms

n
,

де n = m1 +m2 + · · ·+ms .
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Елементи математичної статистики

П р и к л а д 17. Задано вибiрку:

4, 2, 10, 3, 5, 5, 8, 4, 10, 7, 3, 2, 5, 8, 3, 5, 2.

1) Записати вибiрку у виглядi варiацiйного i статистичного
ряду.
2) Обчислити розмах, моду, медiану i середнє вибiрки.
3) Представити вибiрку у виглядi графiка.

Р о з в’ я з а н н я. 1) Запишемо варiацiйний ряд вибiрки:
2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 5, 5, 5, 5, 7, 8, 8, 10.

Представимо вибiрку у виглядi статистичного ряду:

yi 2 3 4 5 7 8 10

mi 3 3 2 4 1 2 1

2) Розмах вибiрки ∆ = x(n)− x(1) = 10−2 = 8 .

Мода Mo = 5, оскiльки елемент 5 має найбiльшу частоту 4.
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yi 2 3 4 5 7 8 10

mi 3 3 2 4 1 2 1

2) Розмах вибiрки ∆ = x(n)− x(1) = 10−2 = 8 .

Мода Mo = 5, оскiльки елемент 5 має найбiльшу частоту 4.
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Для обчислення медiани знайдемо середнiй елемент
варiацiйного ряду:

2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 5, 5, 5, 5, 7, 8, 8, 10 .

Кiлькiсть елементiв вибiрки n = 16 , посерединi
варiацiйного ряду знаходяться елементи x(8) = 4 , x(9) = 5 .
Отже, медiана дорiвнює

Me =
x(8)+ x(9)

2
=

4+5
2

= 4,5 .

Середнє вибiрки знаходимо за формулою

x̄ =
1
n

s

∑
i=1

yi mi =
1
16

(

2 ·3+3 ·3+4 ·2+5 ·4+7 ·1+8 ·2+10 ·1
)

=

= 4,75 .

ЗФМШ, Kиїв Комбiнаторика. Елементи теорiї ймовiрностей



Комбiнаторика Теор.ймовiр. Статистика ЗНО Елементи математичної статистики

Елементи математичної статистики

Для обчислення медiани знайдемо середнiй елемент
варiацiйного ряду:

2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 5, 5, 5, 5, 7, 8, 8, 10 .

Кiлькiсть елементiв вибiрки n = 16 , посерединi
варiацiйного ряду знаходяться елементи x(8) = 4 , x(9) = 5 .
Отже, медiана дорiвнює

Me =
x(8)+ x(9)

2
=

4+5
2

= 4,5 .

Середнє вибiрки знаходимо за формулою

x̄ =
1
n

s

∑
i=1

yi mi =
1
16

(

2 ·3+3 ·3+4 ·2+5 ·4+7 ·1+8 ·2+10 ·1
)

=

= 4,75 .

ЗФМШ, Kиїв Комбiнаторика. Елементи теорiї ймовiрностей



Комбiнаторика Теор.ймовiр. Статистика ЗНО Елементи математичної статистики

Елементи математичної статистики

3) Зазвичай вибiрку представляють графiчно у виглядi полi-
гону частот, при цьому на осi абсцис вiдкладають значення
статистичного ряду yi, а на осi ординат – значення mi/n
(див. мал.).
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П р и к л а д 18 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2019 р.).
У фiнал пiсенного конкурсу вийшли 4 солiсти та 3
гурти. Порядковий номер виступу фiналiстiв визначають
жеребкуванням. Скiльки всього є варiантiв послiдовностей
виступiв фiналiстiв, якщо спочатку виступатимуть гурти,
а пiсля них – солiсти? Вважайте, що кожен фiналiст
виступатиме у фiналi лише один раз.

Р о з в’ я з а н н я. Число рiзних варiантiв послiдовностей
виступiв 3-х гуртiв дорiвнює 3! = 1 ·2 ·3 = 6 , а число рiзних
варiантiв послiдовностей виступiв 4-х солiстiв дорiвнює
4! = 1 ·2 ·3 ·4 = 24 .
Тому iснує всього 6 · 24 = 144 рiзних варiантiв
послiдовностей виступiв фiналiстiв.

В i д п о в i д ь: 144 .
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П р и к л а д 19 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2018 р.). В
Оленки є 8 рiзних фотографiй з її зображенням та 6 рiзних
фотографiй її класу. Скiльки всього в неї є способiв вибрати
з них 3 фотографiї зi своїм зображенням для персональної
сторiнки в соцiальнiй мережi та 2 фотографiї свого класу
для сайту школи?

Р о з в’ я з а н н я. Число способiв вибрати 3 фотографiї
Оленки з 8-ми рiзних фотографiй дорiвнює числу комбiна-
цiй

C3
8 = 8·7·6

1·2·3 = 56 .

Число способiв вибрати 2 фотографiї класу з 6-ти рiзних
фотографiй дорiвнює числу комбiнацiй C2

6 = 6·5
1·2 = 15 .

Тому всього є 56 ·15= 840 рiзних способiв вказаного в умовi
задачi вибору фотографiй.

В i д п о в i д ь: 840 .
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П р и к л а д 20 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2017 р.).
У торбинцi лежать 3 цукерки з молочного шоколаду та
m цукерок з чорного шоколаду. Усi цукерки – однакової
форми й розмiру. Якого НАЙМЕНШОГО ЗНАЧЕННЯ
може набувати m , якщо ймовiрнiсть навмання витягнути
з торбинки цукерку з молочного шоколаду менша за 0,25?
Р о з в’ я з а н н я. Оскiльки в торбинцi лежать 3 цукерки з
молочного шоколаду та m цукерок з чорного шоколаду,
то ймовiрнiсть навмання витягнути цукерку з молочного
шоколаду дорiвнює 3

m+3 .
Для знаходження m маємо нерiвнiсть 3

m+3 < 1
4 .

Звiдси з урахуванням того, що m+3 > 0 , отримуємо
12 < m+3 ⇐⇒ m > 9 .
Отже, найменше натуральне число m , яке задовольняє
останню нерiвнiсть, – це m = 10 .

В i д п о в i д ь: 10 .
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П р и к л а д 21 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2014 р.).

На рисунку зображено
полiгон частот певного ряду
даних, на якому по осi
абсцис вiдмiченi елементи
цього ряду, а по осi ординат –
їхнi частоти.

Встановiть вiдповiднiсть мiж характеристикою (1-4) цього
ряду даних та її числовим значенням (А-Д).

Характеристика ряду
даних:
1) кiлькiсть елементiв;
2) розмах;
3) мода;
4) медiана.

Числове значення
характеристики:
А) 12;
Б) 18;
В) 21;
Г) 30;
Д) 36.
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Р о з в’ я з а н н я. Розмах ∆ = 36 − 6 = 30 як рiзниця мiж
максимальним i мiнiмальним елементами ряду даних.
Мода Mo = 12, оскiльки елемент 12 має найбiльшу частоту
5.
Для пiдрахунку кiлькостi елементiв та обчислення медiани
представимо данi у виглядi варiацiйного ряду:
6, 6, 6, 12, 12, 12, 12, 12, 18, 24, 24, 24, 30, 30, 36, 36, 36, 36 .
Кiлькiсть елементiв ряду n = 18 .
Посерединi варiацiйного ряду знаходяться елементи
x(9) = 18 , x(10) = 24 . Тому медiана дорiвнює

Me =
x(9)+x(10)

2 = 18+24
2 = 21 .

В i д п о в i д ь: 1-Б , 2-Г , 3-А , 4-В .

Вiдзначимо, що в Прикладi 21 на полiгонi частот по осi
ординат вiдмiчена частота mi , тобто кiлькiсть повторень
елемента x(i) в рядi, на вiдмiну вiд Приклада 17, де по осi
ординат вiдмiчено значення величини mi/n .
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Me =
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2 = 21 .

В i д п о в i д ь: 1-Б , 2-Г , 3-А , 4-В .

Вiдзначимо, що в Прикладi 21 на полiгонi частот по осi
ординат вiдмiчена частота mi , тобто кiлькiсть повторень
елемента x(i) в рядi, на вiдмiну вiд Приклада 17, де по осi
ординат вiдмiчено значення величини mi/n .
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