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Первiсна Iнтеграл Приклади iз ЗНО

Мiй намiр полягає не

в тому, щоб навчати тут

методу, якому кожний має

слiдувати, щоб правильно

спрямовувати свiй розум, а

тiльки в тому, щоб показати,

яким чином спрямовував я

свiй власний розум.

Рене Декарт, "Мiркування

про метод"
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Первiсна i невизначений iнтеграл

Функцiя F(x) називається первiсною для функцiї
f (x) на деякому промiжку, якщо для всiх x з цього
промiжку виконується спiввiдношення F ′(x) = f (x) .

Якщо F(x) – первiсна для функцiї f (x) , то будь-яка
функцiя вигляду F(x)+C , де C – довiльне дiйсне
число, також є первiсною для f (x) .

Операцiю знаходження первiсної F(x) для заданої
функцiї f (x) називають невизначеним
iнтегруванням функцiї f (x) .

Невизначенiсть цiєї операцiї полягає в тому, що первiсна
для функцiї f (x) знаходиться лише з точнiстю до
сталого доданка C .
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Первiсна i невизначений iнтеграл

Сукупнiсть усiх первiсних функцiї f (x) називається
невизначеним iнтегралом вiд функцiї f (x) i
позначається символом

∫

f (x)dx так, що
∫

f (x)dx = F(x)+C ,

де F(x) – деяка первiсна для f (x) .

Знак
∫

називається знаком iнтеграла,

f (x) – пiдiнтегральною функцiєю,

f (x)dx – пiдiнтегральним виразом,

x – змiнною iнтегрування,

C – сталою iнтегрування.
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Таблиця невизначених iнтегралiв

Наведемо коротку таблицю первiсних (невизначених
iнтегралiв) елементарних функцiй, що вивчаються в
шкiльному курсi математики.

Таблиця невизначених iнтегралiв

f (x) a = const xα ,α = const 6=−1 1/x
∫

f (x)dx ax+ const xα+1

α+1 + const ln |x|+ const

f (x) ax, a > 0,
a 6= 1 ex sinx

∫

f (x)dx ax

lna + const ex + const −cosx+ const

f (x) cosx 1/cos2 x 1/sin2 x
∫

f (x)dx sinx+ const tgx+ const −ctgx+ const

f (x) 1
x2+a2 ,a = const 6= 0 1√

a2−x2 ,a = const 6= 0
∫

f (x)dx 1
a arctg x

a + const arcsin x
a + const
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Властивостi первiсних

При знаходженнi невизначених iнтегралiв
використовуються також наступнi властивостi
первiсних:

якщо F(x) i G(x) вiдповiдно первiснi функцiй f (x)
i g(x) , то F(x)±G(x)+C — первiсна функцiї
f (x)±g(x) ;

якщо F(x) — первiсна функцiї f (x) i α ∈ R , то
αF(x)+C — первiсна функцiї α f (x) ;

якщо F(x) — первiсна функцiї f (x) , b ∈ R i k –
деяке не рiвне нулю число, то
1
k F(kx+b)+C — первiсна функцiї f (kx+b) .
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Приклад

П р и к л а д 1. Знайти первiсну функцiї
f (x) = 8sin2x+18cos

(

3x− π
6

)

, графiк якої проходить
через точку M(π/3;15) .

Р о з в’ я з а н н я. Враховуючи властивостi первiсних,
знаходимо невизначений iнтеграл (iншими словами,
вигляд довiльної з первiсних функцiї f (x) ):
∫

f (x)dx = 8 · 1
2(−cos2x)+18 · 1

3 sin
(

3x− π
6

)

+C =

= 6sin
(

3x− π
6

)

−4cos2x+C .
Тепер шукаємо те значення сталої iнтегрування C , при
якому графiк функцiї F(x) = 6sin

(

3x− π
6

)

−4cos2x+C
проходить через точку M(π/3;15) . При цьому
F(π/3) = 15 ⇐⇒ 6sin

(

π − π
6

)

−4cos 2π
3 +C = 15 ⇐⇒

⇐⇒ 6 · 1
2 −4 ·

(

− 1
2

)

+C = 15 ⇐⇒ 3+2+C = 15 ⇐⇒ C = 10 .
Отже, шукана первiсна
F(x) = 6sin

(

3x− π
6

)

−4cos2x+10 .
В i д п о в i д ь: F(x) = 6sin

(

3x− π
6

)

−4cos2x+10 .
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Первiсна Iнтеграл Приклади iз ЗНО Геом.змiст Властивостi Формула Н–Л Приклади

Площа криволiнiйної трапецiї. Поняття про

визначений iнтеграл

До поняття визначеного iнтеграла приводить, зокрема,
задача про знаходження площi криволiнiйної трапецiї.

Нехай на вiдрiзку [a,b] задано неперервну функцiю
f (x) i f (x)≥ 0 .

-

6
s

ss

s

O

y

a b x

y = f (x) Криволiнiйною трапецiєю
називають фiгуру, обмежену
вiдрiзком [a,b] , прямими
x = a , x = b i графiком
функцiї y = f (x) .
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Нехай на вiдрiзку [a,b] задано неперервну функцiю
f (x) i f (x)≥ 0 .
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a b x

y = f (x) Криволiнiйною трапецiєю
називають фiгуру, обмежену
вiдрiзком [a,b] , прямими
x = a , x = b i графiком
функцiї y = f (x) .
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Площа криволiнiйної трапецiї. Поняття про

визначений iнтеграл

Роздiлимо вiдрiзок [a,b] на n рiвних частин точками
x1 , x2 , . . . , xn−1 так, що
a = x0 < x1 < x2 < · · ·< xn−1 < xn = b .
Виберемо на кожному з вiдрiзкiв [xk−1,xk] точку ξk i
розглянемо суму

f (ξ1)(x1 − x0)+ f (ξ2)(x2 − x1)+ · · ·+ f (ξk)(xk − xk−1)+ . . .

. . . + f (ξn)(xn − xn−1) .

Цю суму називають iнтегральною сумою функцiї f (x) .
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Площа криволiнiйної трапецiї. Поняття про

визначений iнтеграл

Кожен доданок
f (ξk)(xk − xk−1) вказаної
iнтегральної суми
виражає площу
"прямокутного стовпчика"
з основою [xk−1,xk] i висотою
f (ξk).

Тому iнтегральна сума

f (ξ1)(x1 − x0)+ f (ξ2)(x2 − x1)+ · · ·+ f (ξk)(xk − xk−1)+ . . .

. . . + f (ξn)(xn − xn−1) .

виражає площу многокутника, складеного iз вказаних
"прямокутних стовпчикiв".
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Площа криволiнiйної трапецiї. Поняття про

визначений iнтеграл

При збiльшеннi числа n частин розбиття вiдрiзка [a,b]
чисельне значення iнтегральної суми

f (ξ1)(x1 − x0)+ f (ξ2)(x2 − x1)+ · · ·+ f (ξk)(xk − xk−1)+ . . .

. . . + f (ξn)(xn − xn−1) .

наближається до площi криволiнiйної трапецiї, а сама

площа криволiнiйної
трапецiї знаходиться як
границя iнтегральних сум
функцiї f (x) при n → ∞ .
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Площа криволiнiйної трапецiї. Поняття про

визначений iнтеграл

Вказана
границя iнтегральних сум функцiї f (x) називається
визначеним iнтегралом вiд функцiї f (x) по вiдрiзку

[a,b] i позначається
b
∫

a
f (x)dx .

Числа a i b називаються при цьому вiдповiдно
нижньою i верхньою межами iнтегрування.
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a b x

y = f (x) Отже,
визначений iнтеграл
b
∫

a
f (x)dx виражає площу

криволiнiйної трапецiї,
зображеної на мал.
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Визначений iнтеграл i площi фiгур

У випадку довiльної неперервної на вiдрiзку [a,b]

функцiї f (x) визначений iнтеграл
b
∫

a
f (x)dx дорiвнює

рiзницi мiж площею тiєї частини фiгури (обмеженої
вiдрiзком [a,b] , прямими x = a,x = b i графiком функцiї
y = f (x) ), яка розмiщена вище осi Ox (на мал. ця
частина вiдмiчена знаками "+"), i площею тiєї частини
цiєї фiгури, яка розмiщена нижче осi Ox (на мал. ця
частина вiдмiчена знаками "−").
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a b x

S

y = f (x)

y = g(x)

s

s

Площа S фiгури, обмеженої
зображеними на мал.
графiками функцiй
y = f (x) i y = g(x) ,

виражається визначеним iнтегралом вiд рiзницi
f (x)−g(x) по вiдрiзку [a,b] , де a i b – точки перетину
графiков y = f (x) i y = g(x) , тобто коренi рiвняння
f (x) = g(x) . Отже,

S =

b
∫

a

(

f (x)−g(x)
)

dx .
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S

y = f (x)

y = g(x)
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Такою ж формулою вира-
жається площа S фiгури,
обмеженої прямими x = a ,
x = b та графiками заданих
на вiдрiзку [a,b] функцiй
y = f (x) i y = g(x) за умови, що
f (x)≥ g(x) при всiх x ∈ [a,b] .

Отже,

S =

b
∫

a

(

f (x)−g(x)
)

dx .
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Деякi властивостi визначеного iнтеграла

З означення визначеного iнтеграла випливають наступнi
його властивостi (за умови iснування вiдповiдних
iнтегралiв):

якщо α,β ∈ R , то

b
∫

a

(α f (x)+βg(x))dx = α
b
∫

a

f (x)dx+β
b
∫

a

g(x)dx ;

якщо r ∈ [a,b] , то

b
∫

a

f (x)dx =
r
∫

a

f (x)dx+
b
∫

r

f (x)dx .
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Середнє значення функцiї на вiдрiзку
Очевидно, що для визначеного iнтеграла вiд неперервної функцiї
f (x) по вiдрiзку [a,b] виконуються спiввiдношення

min
x∈[a,b]

f (x) · (b−a)≤
b
∫

a

f (x)dx ≤ max
x∈[a,b]

f (x) · (b−a) . (1)

У випадку f (x) ≥ 0 лiва частина
подвiйної нерiвностi (1) виражає площу
найбiльшого з прямокутникiв з основою
[a,b] , якi мiстяться в криволiнiйнiй
трапецiї, а права частина подвiйної
нерiвностi (1) – площу найменшого з
прямокутникiв з основою [a,b] , в яких
мiститься ця криволiнiйна трапецiя (див.
мал.).

При цьому очевидно також, що iснує прямокутник з основою
[a,b] , площа якого дорiвнює площi криволiнiйної трапецiї (див.
мал.). Висотою цього прямокутника є значення функцiї f (c) в
деякiй точцi c ∈ [a,b] . Це значення функцiї f (c) називають
середнiм значенням функцiї f (x) на вiдрiзку [a,b] (позначимо
його fср , тобто f (c) = fср ).
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Середнє значення функцiї на вiдрiзку

У випадку довiльної неперервної на вiдрiзку функцiї f (x) також
iснує точка c ∈ [a,b] така, що

b
∫

a

f (x)dx = f (c)(b−a) ,

звiдки отримуємо формулу для обчислення середнього значення
fср функцiї f (x) на вiдрiзку [a,b] :

fср =
1

b−a

b
∫

a

f (x)dx .

ЗФМШ, Kиїв Iнтеграл i первiсна



Первiсна Iнтеграл Приклади iз ЗНО Геом.змiст Властивостi Формула Н–Л Приклади

Формула Ньютона–Лейбнiца

Для обчислення визначеного iнтеграла використову-
ється формула Ньютона–Лейбнiца, згiдно з якою
визначений iнтеграл по вiдрiзку [a,b] вiд функцiї f (x) ,
неперервної на цьому вiдрiзку, дорiвнює приросту
первiсної F(x) функцiї f :

b
∫

a

f (x)dx = F(b)−F(a), (2)

Використовується також наступне позначення

F(x)
∣

∣

∣

b

a
= F(b)−F(a)

для приросту функцiї F(x) на вiдрiзку [a,b] .

Наведемо доведення формули (2) для функцiї f (x) , неперервної
на вiдрiзку [a,b] , за умови f (x)≥ 0 .
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Формула Ньютона–Лейбнiца

До в е д е н н я.

Розглянемо визначений iнтеграл
t
∫

a
f (x)dx

зi змiнною верхнею межею iнтегру-
вання t ∈ [a,b] . Цей iнтеграл є функцiєю
вiд змiнної t i виражає площу тiєї
криволiнiйної трапецiї, яка розмiщена
лiвiше прямої x = t (на мал. ця частина
вiдмiчена штриховкою).

Покажемо, що ця функцiя F0(t) =
t
∫

a
f (x)dx є первiсною для

функцiї f на промiжку (a,b) , тобто виконується рiвнiсть
F ′

0(t) = f (t) при всiх t ∈ (a,b) .
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Формула Ньютона–Лейбнiца

З цiєю метою розглянемо прирiст
F0(t +∆t)−F0(t) функцiї F0 в точцi
t ∈ (a,b) , який виражає площу
криволiнiйної трапецiї, обмеженої вiссю
Ox , прямими x = t , x = t+∆t та графiком
функцiї y = f (x) (див. мал.) i тому
виражається визначеним iнтегралом
t+∆t
∫

t
f (x)dx по вiдрiзку [t, t +∆t] , тобто

F0(t +∆t)−F0(t) =
t+∆t
∫

t
f (x)dx .

Справедлива також рiвнiсть
t+∆t
∫

t
f (x)dx = f (c)∆t ,

де f (c) – середнє значення функцiї f (x) на вiдрiзку [t, t +∆t] i c –
деяка точка цього вiдрiзка (див. мал.). Тому середня швидкiсть
змiни функцiї F0 на вiдрiзку [t, t +∆t] виражається рiвнiстю

F0(t+∆t)−F0(t)
∆t = f (c) .
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Нарештi, в силу неперервностi функцiї f її середнє значення f (c)
на вiдрiзку [t, t +∆t] прямує до значення f (t) при ∆t −→ 0 , що i
доводить рiвнiсть F ′

0(t) = f (t) при t ∈ (a,b) .

Оскiльки функцiя F0(t) =
t
∫

a
f (x)dx є первiсною для функцiї f , то

довiльна з первiсних функцiї f – функцiя F – виражається
рiвнiстю

F(t) =
t
∫

a
f (x)dx+C ,

де стала C знаходиться при пiдстановцi в цю рiвнiсть значення
t = a , в результатi чого отримуємо C = F(a) .

Отже, доведено рiвнiсть
t
∫

a
f (x)dx = F(t)−F(a) ,

з якої при t = b отримуємо формулу Ньютона–Лейбнiца

b
∫

a
f (x)dx = F(b)−F(a) .

Доведення завершено.
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П р и к л а д 2. Обчислити визначений iнтеграл
π/3
∫

0

(

18cos
(

3x− π
6

)

+8sin2x
)

dx.

Р о з в’ я з а н н я. В прикладi 1 встановлено, що функцiя
F(x) = 6sin

(

3x− π
6

)

−4cos2x є первiсною для функцiї
f (x) = 18cos

(

3x− π
6

)

+8sin2x .

Тому за формулою Ньютона–Лейбнiца отримуємо

π/3
∫

0
f (x)dx =

(

6sin
(

3x− π
6

)

−4cos2x
)

∣

∣

∣

π/3

0
=

=
(

6sin
(

π − π
6

)

−4cos 2π
3

)

−
(

6sin
(

−π
6

)

−4cos0
)

=

=
(

6 · 1
2 −4 ·

(

− 1
2

)

)

−
(

6 ·
(

− 1
2

)

−4 ·1
)

=

= (3+2)− (−3−4) = 12 .

В i д п о в i д ь: 12 .
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П р и к л а д 3. Знайти площу фiгури, обмеженої
лiнiями y = sin x i y = 2

π x .

Р о з в’ я з а н н я. В силу непарностi функцiй y = sin x i
y = 2

π x їх графiки симетричнi вiдносно початку
координат i обмежують фiгуру, яка складається з двох
рiвних за площею сегментiв синусоїди (див. мал.). Точки
перетину графiкiв мають абсциси x = 0 i x =± π

2 .

-

6

r r

r

r1

−1

xπ
2

O−π
2

y

y = sinx

y = 2
π x

u u u

u

u
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-

6

r

r1

xπ
2

O

y

y = sinx

y = 2
π x

u u

u Площа одного сегмента
синусоїди виражається
визначеним iнтегралом
вiд рiзницi sin x − 2

π x по
вiдрiзку [0;π/2] .

Тому шукана площа виражається рiвностями

S = 2

( π/2
∫

0

(

sin x − 2
π

x
)

dx

)

= 2
(

−cosx− 1
π

x2
)

∣

∣

∣

∣

∣

π/2

0

=

= 2
(

−cos
π
2
− π

4

)

−2(−cos0−0)= 2
(

−π
4

)

−2(−1)= 2− π
2
.

В i д п о в i д ь: 2− π
2 .

ЗФМШ, Kиїв Iнтеграл i первiсна



Первiсна Iнтеграл Приклади iз ЗНО Геом.змiст Властивостi Формула Н–Л Приклади

Приклади

-

6

r

r1

xπ
2

O

y

y = sinx

y = 2
π x

u u

u Площа одного сегмента
синусоїди виражається
визначеним iнтегралом
вiд рiзницi sin x − 2

π x по
вiдрiзку [0;π/2] .

Тому шукана площа виражається рiвностями

S = 2

( π/2
∫

0

(

sin x − 2
π

x
)

dx

)

= 2
(

−cosx− 1
π

x2
)

∣

∣

∣

∣

∣

π/2

0

=

= 2
(

−cos
π
2
− π

4

)

−2(−cos0−0)= 2
(

−π
4

)

−2(−1)= 2− π
2
.

В i д п о в i д ь: 2− π
2 .

ЗФМШ, Kиїв Iнтеграл i первiсна



Первiсна Iнтеграл Приклади iз ЗНО Геом.змiст Властивостi Формула Н–Л Приклади

Приклади

-

6

r

r1

xπ
2

O

y

y = sinx

y = 2
π x

u u

u Площа одного сегмента
синусоїди виражається
визначеним iнтегралом
вiд рiзницi sin x − 2

π x по
вiдрiзку [0;π/2] .

Тому шукана площа виражається рiвностями

S = 2

( π/2
∫

0

(

sin x − 2
π

x
)

dx

)

= 2
(

−cosx− 1
π

x2
)

∣

∣

∣

∣

∣

π/2

0

=

= 2
(

−cos
π
2
− π

4

)

−2(−cos0−0)= 2
(

−π
4

)

−2(−1)= 2− π
2
.

В i д п о в i д ь: 2− π
2 .

ЗФМШ, Kиїв Iнтеграл i первiсна



Первiсна Iнтеграл Приклади iз ЗНО Геом.змiст Властивостi Формула Н–Л Приклади

Приклади

-

6

r

r1

xπ
2

O

y

y = sinx

y = 2
π x

u u

u Площа одного сегмента
синусоїди виражається
визначеним iнтегралом
вiд рiзницi sin x − 2

π x по
вiдрiзку [0;π/2] .

Тому шукана площа виражається рiвностями

S = 2

( π/2
∫

0

(

sin x − 2
π

x
)

dx

)

= 2
(

−cosx− 1
π

x2
)

∣

∣

∣

∣

∣

π/2

0

=

= 2
(

−cos
π
2
− π

4

)

−2(−cos0−0)= 2
(

−π
4

)

−2(−1)= 2− π
2
.

В i д п о в i д ь: 2− π
2 .

ЗФМШ, Kиїв Iнтеграл i первiсна



Первiсна Iнтеграл Приклади iз ЗНО Приклади iз ЗНО

Приклади iз ЗНО

П р и к л а д 4 (Пробне тестування ЗНО, 2015 р.).
Визначте для функцiї f (x) = 2x+2 первiсну, графiк
якої проходить через точку (1;4) .

Р о з в’ я з а н н я. Первiснi заданої функцiї мають вигляд

F(x) = x2 +2x+C .

Знаходимо те значення сталої C , при якому графiк
функцiї F(x) проходить через точку (1;4) :

F(1) = 4 ⇐⇒ 1+2+C = 4 ⇐⇒ C = 1 .

Отже, шукана первiсна

F(x) = x2 +2x+1 .

В i д п о в i д ь: F(x) = x2 +2x+1 .
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П р и к л а д 5 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2013 р.).

На рисунку зображено графiк функцiї
F(x) = x2 + bx + c , яка є первiсною для
функцiї f (x) . Визначте параметри b i
c , знайдiть функцiю f (x) . У вiдповiдь
запишiть значення f (−6) .

Р о з в’ я з а н н я. Оскiльки F(0) = 13 , то
c = 13 .

Для абсциси вершини параболи y = x2 +bx+ c
справедливi рiвностi xверш =−b/2 = 3 , звiдки знаходимо
b =−6 .
Тому F(x) = x2 −6x+13 i f (x) = F ′(x) = 2x−6 .
Нарештi, f (−6) = 2(−6)−6 =−12−6 =−18 .
В i д п о в i д ь: −18 .
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П р и к л а д 6 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2010 р.).

Обчислити iнтеграл
1
∫

−2
(x2 −4x)dx .

Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи формулу
Ньютона–Лейбнiца, отримуємо

1
∫

−2
(x2 −4x)dx =

(

x3

3 −2x2
)

∣

∣

∣

∣

1

−2
=

=
( 1

3 −2
)

−
(

(−2)3

3 −2(−2)2
)

= 1
3 −2+ 8

3 +8 = 9
3 +6 = 9 .

В i д п о в i д ь: 9 .
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П р и к л а д 7 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2014 р.).

На рисунку зображено ескiз графiка
квадратичної функцiї f (x) = ax2+( 2b

3 )x+5 .
Площа криволiнiйної трапецiї, обмеженої
лiнiями y = f (x) , y = 0 , x = 0 , x = 1 ,
дорiвнює 21 кв. од. Обчислiть суму a+b .

Р о з в’ я з а н н я. Записуючи площу криволiнiйної
трапецiї у виглядi визначеного iнтеграла, отримуємо
1
∫

0

(

ax2 +( 2b
3 )x+5

)

dx = 21 ⇐⇒
(

ax3

3 + bx2

3 +5x
)

∣

∣

∣

∣

1

0
= 21 ⇐⇒

⇐⇒ a
3 +

b
3 +5 = 21 ⇐⇒ a+b

3 = 16 ⇐⇒ a+b = 48 .

В i д п о в i д ь: 48 .
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П р и к л а д 8 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2015 р.).
Визначте ДОДАТНЄ значення параметра a , при якому

площа фiгури, обмеженої
лiнiями y = 3

√
x (див. рисунок),

y = 0 i x = a , дорiвнює 192 кв.
од.

Р о з в’ я з а н н я. Записуючи площу фiгури у виглядi
визначеного iнтеграла, отримуємо
a
∫

0

3
√

x dx = 192 ⇐⇒
a
∫

0
x1/3 dx = 192 ⇐⇒ 3x4/3

4

∣

∣

∣

∣

a

0
= 192 ⇐⇒

⇐⇒ 3a4/3

4 = 192 ⇐⇒ a4/3 = 4
3 ·192 ⇐⇒ a4/3 = 256 ⇐⇒

⇐⇒ a1/3 = 4
√

256 ⇐⇒ 3
√

a = 4 ⇐⇒ a = 64 .

В i д п о в i д ь: 64 .
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П р и к л а д 9 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2010 р.).
Обчислiть площу фiгури, обмеженої лiнiями: y = 2sin x ,
y = cos x , x = π/2 , x = π .

Р о з в’ я з а н н я. Фiгуру,
обмежену заданими лiнi-
ями, зображено на ма-
люнку. Її площа виража-
ється рiвностями
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)
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(
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=
(

−2(−1)−0
)

−
(

0−1
)

= 2+1 = 3 .

В i д п о в i д ь: 3 .
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П р и к л а д 10 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2012 р.).

Обчислiть 1
π

0
∫

−5

√
25− x2 dx , використо-

вуючи рiвняння кола x2 + y2 = 25 ,
зображеного на рисунку.

Р о з в’ я з а н н я. Оскiльки

y =
√

25− x2 ⇐⇒
{

y ≥ 0 ,
x2 + y2 = 25 ,

, то графiком функцiї

y =
√

25− x2 є верхнє вiдносно осi Ox пiвколо заданого кола.
Тодi заданий iнтеграл по вiдрiзку [−5;0] виражає площу чвертi
круга (що лежить у другiй координатнiй чвертi), обмеженого
заданим колом. Тому

1
π

0
∫

−5

√
25− x2 dx = 1

π · 1
4 Sкр = 1

π · 1
4 ·π ·52 = 25

4 = 6,25 .

В i д п о в i д ь: 6,25 .
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П р и к л а д 11 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2018 р.).
Задано функцiї f (x) = x3 i g(x) = 4|x| .
1. Побудуйте графiк функцiї f .
2. Побудуйте графiк функцiї g .
3. Визначте абсциси точок перетину графiкiв функцiй f i g .
4. Обчислiть площу фiгури, обмеженої графiками функцiй
f i g .

Р о з в’ я з а н н я.

-

6

O

y

x

q

qq

q

r

r

r

y = x3

1−1

−1
1 Графiком функцiї

y = f (x) = x3 є кубiчна
парабола .
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O

y

x
qq

q rr

r

y = 4|x|

1−1

4
Графiк функцiї y = g(x) = 4|x|
складається з двох частин
прямих: y = 4x при x ≥ 0 i
y =−4x при x ≤ 0 .

-

6

O

y

x

q

y = x3

y = 4|x|

2

8 r

r r

Абсциси точок перетину
графiкiв функцiй f (x) = x3 i
g(x) = 4|x| – це коренi рiвняння
x3 = 4|x| при x ≥ 0 , тобто
невiд’ємнi коренi рiвняння
x3 = 4x ⇐⇒ x(x−2)(x+2) = 0 ,
а саме: x1 = 0 i x2 = 2 .
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6
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y

x

q

y = x3

y = 4xy =−4x

2

r

r r

Запишемо площу S фiгури,
обмеженої графiками
функцiй y = f (x) = x3 i
y = g(x) = 4|x| у виглядi
визначеного iнтеграла по
вiдрiзку [0;2] , а саме:

S =
2
∫

0
(4x− x3)dx =

(

2x2 − x4

4

)

∣

∣

∣

∣

2

0
= 2 ·22 − 24

4 = 8−4 = 4 (кв. од.).

В i д п о в i д ь: абсциси точок перетину графiкiв: x1 = 0 i
x2 = 2 ; площа фiгури S = 4 кв. од.
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