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Мiй намiр полягає не

в тому, щоб навчати тут

методу, якому кожний має

слiдувати, щоб правильно

спрямовувати свiй розум, а

тiльки в тому, щоб показати,

яким чином спрямовував я

свiй власний розум.

Рене Декарт, "Мiркування

про метод"
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Теореми про логарифми

Ефективним засобом розв’язання ряду стандартних
логарифмiчних рiвнянь i нерiвностей є наступнi теореми
про логарифми.

Теорема 1. Якщо a > 0 , a 6= 1 , то

loga f (x) = loga g(x)⇐⇒
{

f (x) = g(x) ,
f (x)> 0 (або g(x)> 0) .

Внаслiдок кожної з нерiвностей f (x)> 0 чи g(x)> 0 коренi
рiвняння f (x) = g(x) належать областi допустимих значень (ОДЗ)
початкового логарифмiчного рiвняння. Природньо, що з
нерiвностей f (x)> 0 або g(x)> 0 доцiльно включити до системи
бiльш просту нерiвнiсть.
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Теореми про логарифми

П р и к л а д 1. Розв’язати рiвняння

log5(x
2 −5) = log5(2x−2) .

Р о з в’ я з а н н я. У вiдповiдностi з наведеною
теоремою 1 маємо

log5(x
2 −5) = log5(2x−2)⇐⇒

{

x2 −5 = 2x−2 ,
2x−2 > 0 .

Розв’язуючи квадратне рiвняння

x2 −5 = 2x−2 ⇐⇒ x2 −2x−3 = 0 , знаходимо його коренi:
x1 =−1 i x2 = 3 .

Число x =−1 не задовольняє нерiвнiсть 2x−2 > 0
системи, а число x = 3 задовольняє цю нерiвнiсть.
Отже, задане рiвняння має єдиний корiнь x = 3 .

В i д п о в i д ь: x = 3 .
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Теореми про логарифми

Теорема 2. Якщо a > 1 , то

loga f (x)< loga g(x)⇐⇒
{

f (x)< g(x),
f (x)> 0;

loga f (x)≤ loga g(x)⇐⇒
{

f (x)≤ g(x),
f (x)> 0.

В кожнiй iз систем враховується той факт, що логарифм з
основою a > 1 є зростаючою функцiєю. Крiм того, наслiдком
кожної з систем є також нерiвнiсть g(x)> 0 , яку, таким чином,
немає необхiдностi включати додатково в систему. Тому в
результатi обидва логарифми loga f (x) , loga g(x) визначенi, тобто
усi розв’язки кожної з систем належать ОДЗ вiдповiдної
логарифмiчної нерiвностi.
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Теореми про логарифми

П р и к л а д 2. Розв’язати нерiвнiсть

log0,5 log2(2x+4)≤ log0,5 log2 x .

Р о з в’ я з а н н я. У вiдповiдностi з теоремою 3 при a = 0,5 :

log0,5 f (x)≤ log0,5 g(x)⇐⇒
{

f (x)≥ g(x),
g(x)> 0.

Отже,

log0,5 log2(2x+4)≤ log0,5 log2 x ⇐⇒
{

log2(2x+4)≥ log2 x,
log2 x > 0,

-

6

O

y

x1

y = log2 x

s

Розв’язуючи найпростiшу лога-
рифмiчну нерiвнiсть log2 x > 0
графiчним методом (див. мал.),
отримуємо x ∈ (1,∞) .
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Теореми про логарифми

Першу нерiвнiсть log2(2x+4)≥ log2 x отриманої вище
системи перепишемо у виглядi log2 x ≤ log2(2x+4) i
використаємо для її розв’язання теорему 2 при a = 2 ,
а саме:

log2 f (x)≤ log2 g(x)⇐⇒
{

f (x)≤ g(x),
f (x)> 0.

Тому

log2 x ≤ log2(2x+4)⇐⇒
{

x ≤ 2x+4,
x > 0,

⇐⇒

⇐⇒
{

x ≥−4,
x > 0,

⇐⇒ x > 0 .

Отже,
{

log2(2x+4)≥ log2 x,
log2 x > 0,

⇐⇒
{

x > 0,
x ∈ (1,∞),

⇐⇒ x ∈ (1,∞) .

В i д п о в i д ь: x ∈ (1,∞) .
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використаємо для її розв’язання теорему 2 при a = 2 ,
а саме:

log2 f (x)≤ log2 g(x)⇐⇒
{

f (x)≤ g(x),
f (x)> 0.

Тому

log2 x ≤ log2(2x+4)⇐⇒
{

x ≤ 2x+4,
x > 0,

⇐⇒
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{

x ≥−4,
x > 0,

⇐⇒ x > 0 .

Отже,
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log2(2x+4)≥ log2 x,
log2 x > 0,

⇐⇒
{

x > 0,
x ∈ (1,∞),

⇐⇒ x ∈ (1,∞) .

В i д п о в i д ь: x ∈ (1,∞) .
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Теореми про логарифми зi змiнною основою

У випадку змiнної основи у логарифма справедливi
наступнi теореми 1–5.

Теорема 1.

logϕ(x) f (x) = b ⇐⇒







ϕ(x)> 0,
ϕ(x) 6= 1,
f (x) = (ϕ(x))b.

Наслiдком системи є також нерiвнiсть f (x)> 0 , яку, таким чином,
немає необхiдностi включати додатково в систему.
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Теореми про логарифми зi змiнною основою

Теорема 2.

logϕ(x) f (x)< b ⇐⇒



















ϕ(x)> 1,
f (x)< (ϕ(x))b,
f (x)> 0,

{

0 < ϕ(x)< 1,
f (x)> (ϕ(x))b.

Теорема 3.

logϕ(x) f (x)> b ⇐⇒













{

ϕ(x)> 1,
f (x)> (ϕ(x))b,







0 < ϕ(x)< 1,
f (x)< (ϕ(x))b,
f (x)> 0.

В кожнiй з теорем 2, 3 враховується той факт, що логарифм з
основою a > 1 є зростаючою функцiєю, а з основою 0 < a < 1 –
є спадною функцiєю.
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Теореми про логарифми зi змiнною основою

Аналогiчно розглянутим теоремам 2, 3 записуються
наступнi теореми 4, 5.

Теорема 4.

logϕ(x) f (x)≤ b ⇐⇒



















ϕ(x)> 1,
f (x)≤ (ϕ(x))b,
f (x)> 0,

{

0 < ϕ(x)< 1,
f (x)≥ (ϕ(x))b.

Теорема 5.

logϕ(x) f (x)≥ b ⇐⇒













{

ϕ(x)> 1,
f (x)≥ (ϕ(x))b,







0 < ϕ(x)< 1,
f (x)≤ (ϕ(x))b,
f (x)> 0.
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Теореми про логарифми зi змiнною основою

П р и к л а д 3. Розв’язати нерiвнiсть log2x(3x−1)≥ 1 .

Р о з в’ я з а н н я. У вiдповiдностi з наведеною
теоремою 5 маємо

log2x(3x−1)≥ 1 ⇐⇒













{

2x > 1,
3x−1 ≥ 2x,







0 < 2x < 1,
3x−1 ≤ 2x,
3x−1 > 0,

⇐⇒

⇐⇒













{

x > 1/2, I
x ≥ 1, II







0 < x < 1/2, III
x ≤ 1, IV
x > 1/3. V

Перетинаючи множини
I = (1/2,∞) i II = [1,∞), знаходимо
розв’язки першої системи:

-
x

I∩ II = [1,∞)

d s

11/2

Для розв’язання другої системи знайдемо перетин
множин III = (0;1/2), IV = (−∞,1] i V = (1/3,∞) .
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Теореми про логарифми зi змiнною основою

Спочатку перетинаємо
множини III = (0;1/2) i
IV = (−∞,1] :

-d d s

0 1/2 1 x
III∩ IV = (0;1/2) = VI

а потiм отриману
множину VI = (0;1/2)
перетинаємо з множиною
V = (1/3,∞) :

-
x

VI∩V = (1/3;1/2)

d d d

0 1/3 1/2

Таким чином, пiсля розв’язання систем маємо
сукупнiсть

[

x ∈ [1,∞), A
x ∈ (1/3;1/2) . B

Нарештi, об’єднуємо множини
A = [1,∞) i B = (1/3;1/2) :

-
x

d sd
1/21/3 1

A∪B = (1/3;1/2)∪ [1,∞)

В i д п о в i д ь: x ∈ (1/3;1/2)∪ [1,∞) .
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В i д п о в i д ь: x ∈ (1/3;1/2)∪ [1,∞) .
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Випадок двох логарифмiв з однаковою змiнною основою
розглядається в наступних теоремах 6–8.

Теорема 6.

logϕ(x) f (x) = logϕ(x) g(x)⇐⇒















ϕ(x)> 0,
ϕ(x) 6= 1,
f (x) = g(x),
f (x)> 0 (або g(x)> 0) .

Природньо, що з нерiвностей f (x)> 0 або g(x)> 0 доцiльно
включити до системи бiльш просту нерiвнiсть.
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Теорема 7.
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





















ϕ(x)> 1,
f (x)< g(x),
f (x)> 0,







0 < ϕ(x)< 1,
f (x)> g(x),
g(x)> 0.
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





















ϕ(x)> 1,
f (x)≤ g(x),
f (x)> 0,







0 < ϕ(x)< 1,
f (x)≥ g(x),
g(x)> 0.

В кожнiй з теорем 7, 8 враховується той факт, що логарифм з
основою a > 1 є зростаючою функцiєю, а з основою 0 < a < 1 –
є спадною функцiєю.
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Теореми про показниковi вирази

Оскiльки показникова функцiя y = ax є строго
монотонною, тобто кожне своє значення приймає не
бiльше одного разу, то справедлива наступна теорема.

Теорема 1. Якщо a > 0 , a 6= 1 , то

a f (x) = ag(x) ⇐⇒ f (x) = g(x) .

П р и к л а д 4. Розв’язати рiвняння 252x+1 = 5
√

5 .

Р о з в’ я з а н н я. Подамо обидвi частини рiвняння у
виглядi степенiв числа 5 : 252x+1 = 52(2x+1) = 54x+2 ;

5
√

5 = 51 ·51/2 = 51+ 1
2 = 53/2 .

Тодi у вiдповiдностi з теоремою 1 отримуємо

54x+2 = 53/2 ⇐⇒ 4x+2 = 3
2 ⇐⇒ 4x =− 1

2 ⇐⇒
⇐⇒ x =− 1

8 =−0,125 .

В i д п о в i д ь: x =−0,125 .
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Справедливi також наступнi теореми.

Теорема 2. Якщо a > 1 , то

a f (x) < ag(x) ⇐⇒ f (x)< g(x) ;

a f (x) ≤ ag(x) ⇐⇒ f (x)≤ g(x) .

Теорема 3. Якщо 0 < a < 1 , то

a f (x) < ag(x) ⇐⇒ f (x)> g(x) ;

a f (x) ≤ ag(x) ⇐⇒ f (x)≥ g(x) .

В теоремi 2 враховується той факт, що показникова функцiя з
основою a > 1 є зростаючою функцiєю, а в теоремi 3 — той факт,
що показникова функцiя з основою 0 < a < 1 є спадною функцiєю.
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a f (x) < ag(x) ⇐⇒ f (x)< g(x) ;

a f (x) ≤ ag(x) ⇐⇒ f (x)≤ g(x) .

Теорема 3. Якщо 0 < a < 1 , то

a f (x) < ag(x) ⇐⇒ f (x)> g(x) ;

a f (x) ≤ ag(x) ⇐⇒ f (x)≥ g(x) .

В теоремi 2 враховується той факт, що показникова функцiя з
основою a > 1 є зростаючою функцiєю, а в теоремi 3 — той факт,
що показникова функцiя з основою 0 < a < 1 є спадною функцiєю.
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Теореми про показниковi вирази

П р и к л а д 5. Розв’язати нерiвнiсть
(

1
5

)4x−1

<

(

1
125

)x

.

Р о з в’ я з а н н я. Записавши праву частину нерiвностi у
виглядi степеня числа 1/5 , перепишемо нерiвнiсть у
виглядi:
(

1
5

)4x−1

<

(

1
5

)3x

.

У вiдповiдностi з теоремою 3 при a = 1/5 маємо
(

1
5

) f (x)

<

(

1
5

)g(x)

⇐⇒ f (x)> g(x) .

Отже,
(

1
5

)4x−1

<

(

1
5

)3x

⇐⇒ 4x−1 > 3x ⇐⇒ x > 1 .

В i д п о в i д ь: x ∈ (1,∞) .
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Теореми ... Приклади iз ЗНО про логарифми про показниковi вирази

Степенево-показниковi вирази

Вiдзначимо, що значення виразу ϕ(x) f (x) є дiйсним
числом, якщо:

ϕ(x)> 0 i x ∈ D( f ) ;

ϕ(x) = 0 i f (x)> 0 ;

ϕ(x)< 0 i або f (x) = 0 ,

або f (x) – нескоротний дрiб з непарним
знаменником, а саме: f (x) = m

2n−1 , де m ∈ Z : m 6= 0,
n ∈ N i найбiльший спiльний дiльник чисел |m| i
2n−1 дорiвнює 1.

Наприклад, рiвняння x−3x2+5 = x2−8x має п’ять коренiв:
−1; 0; 1; − 1

3 ; 3 .

Проте, в шкiльному курсi математики вирази
ϕ(x) f (x) розглядаються, як правило, тiльки при
ϕ(x)> 0.
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Теореми ... Приклади iз ЗНО про логарифми про показниковi вирази

Теореми про степенево-показниковi вирази

Iнколи вирази вигляду ϕ(x) f (x) необхiдно розглянути
при ϕ(x)≥ 0 (як правило, це додатково оговорюється в
умовi завдань).

Сформулюємо наступнi теореми про степенево-показ-
никовi вирази ϕ(x) f (x) при ϕ(x)≥ 0 .

Теорема 1. Якщо ϕ(x)≥ 0 , то

ϕ(x) f (x) = ϕ(x)g(x) ⇐⇒



























ϕ(x) = 0,
f (x)> 0,
g(x)> 0,

{

ϕ(x) = 1,
x ∈ D( f )

⋂

D(g),
{

ϕ(x)> 0,
f (x) = g(x).

Твердження теореми 1 випливає з того, що 0 f (x) = 0 при f (x)> 0,
1 f (x) = 1 при усiх x ∈ D( f ) i функцiя y = at при a > 0, a 6= 1 ,
приймає кожне своє значення рiвно один раз.
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Теореми ... Приклади iз ЗНО про логарифми про показниковi вирази

Теореми про степенево-показниковi вирази

П р и к л а д 6. Знайти усi дiйснi коренi рiвняння
|x−2|x2+2x = |x−2|x .

Р о з в’ я з а н н я. У вiдповiдностi з наведеною теоремою 1:

|x−2|x2+2x = |x−2|x ⇐⇒























|x−2|= 0,
x2 +2x > 0,
x > 0,
|x−2|= 1,

{

|x−2|> 0,
x2 +2x = x,

Розв’язуємо рiвняння: |x−2|= 0 ⇐⇒ x = 2 ,
|x−2|= 1 ⇐⇒ x ∈ {3;1} , x2 +2x = x ⇐⇒
⇐⇒ x(x+1) = 0 ⇐⇒ x ∈ {0;−1}. Перевiряючи їх
коренi безпосередньою пiдстановкою в нерiвностi
вiдповiдних систем, переконуємося в тому, що всi вони є
розв’язками заданого рiвняння.

В i д п о в i д ь: x ∈ {−1;0;1;2;3} .
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|x−2|= 0,
x2 +2x > 0,
x > 0,
|x−2|= 1,

{

|x−2|> 0,
x2 +2x = x,

Розв’язуємо рiвняння: |x−2|= 0 ⇐⇒ x = 2 ,
|x−2|= 1 ⇐⇒ x ∈ {3;1} , x2 +2x = x ⇐⇒
⇐⇒ x(x+1) = 0 ⇐⇒ x ∈ {0;−1}. Перевiряючи їх
коренi безпосередньою пiдстановкою в нерiвностi
вiдповiдних систем, переконуємося в тому, що всi вони є
розв’язками заданого рiвняння.

В i д п о в i д ь: x ∈ {−1;0;1;2;3} .
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Теореми ... Приклади iз ЗНО про логарифми про показниковi вирази

Теореми про степенево-показниковi вирази

Теорема 2. Якщо ϕ(x)≥ 0 , то

ϕ(x) f (x) < ϕ(x)g(x) ⇐⇒









{

ϕ(x)> 1,
f (x)< g(x),

{

0 < ϕ(x)< 1,
f (x)> g(x).

В теоремi 2 враховується той факт, що показникова функцiя
y = at з основою a > 1 є зростаючою функцiєю, а з основою
0 < a < 1 — є спадною функцiєю.
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
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

ϕ(x) = 0,
f (x)> 0,
g(x)> 0,

{

ϕ(x) = 1,
x ∈ D( f )

⋂

D(g),
{

ϕ(x)> 1,
f (x)≤ g(x),

{

0 < ϕ(x)< 1,
f (x)≥ g(x).

В теоремi 3, як i в розглянутiй теоремi 2, враховуються випадки
зростання i спадання показникової функцiї, а також, як i в
теоремi 1, особливi випадки ϕ(x) = 0 i ϕ(x) = 1 .
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Теореми ... Приклади iз ЗНО Приклади iз ЗНО

Приклади iз ЗНО

П р и к л а д 7 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2014 р.).
Розв’яжiть рiвняння: log0,4 (5x2 −8) = log0,4 (−3x) .
Якщо рiвняння має єдиний корiнь, запишiть його у
вiдповiдi. Якщо рiвняння має кiлька коренiв, запишiть у
вiдповiдi їхню суму.

Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи вiдповiдну теорему
про логарифми, отримуємо

log0,4 (5x2 −8) = log0,4 (−3x)⇐⇒
{

5x2 −8 =−3x,
−3x > 0,

⇐⇒

⇐⇒
{

5x2 +3x−8 = 0,
x < 0 .

Обчислюємо дискримiнант квадратного рiвняння:
D = 32 −4 ·5 · (−8) = 9+160 = 169 i знаходимо його
коренi: x1 =

−3−13
10 =−1,6 i x2 =

−3+13
10 = 1 . Розв’язком

системи є тiльки вiд’ємний корiнь, тобто x =−1,6 .

В i д п о в i д ь: −1,6 .
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Теореми ... Приклади iз ЗНО Приклади iз ЗНО

Приклади iз ЗНО

П р и к л а д 8 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2011 р.).
Якому з наведених промiжкiв належить корiнь

рiвняння: 5x+2 =

(

1
125

)x

:

А) (−3;−2] , Б) (−2;−1] , В) (−1;0] , Г) (0;1] ,
Д) (1;3] ?

Р о з в’ я з а н н я. Подавши праву частину рiвняння у
виглядi степеня числа 5 , перепишемо рiвняння у
виглядi:

5x+2 = 5−3x .

Оскiльки функцiя y = 5t приймає кожне своє значення
рiвно один раз, то

5x+2 = 5−3x ⇐⇒ x+2 =−3x ⇐⇒ 4x =−2 ⇐⇒ x =−0,5 .
Отже, корiнь рiвняння належить промiжку (−1;0] .

В i д п о в i д ь: В) (−1;0] .
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Приклади iз ЗНО

П р и к л а д 9 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2013 р.).

Розв’яжiть нерiвнiсть: log0,4 x ≥ log0,4 2 .

Р о з в’ я з а н н я. У вiдповiдностi з теоремою

log0,4 f (x)≤ log0,4 g(x)⇐⇒
{

f (x)≥ g(x),
g(x)> 0.

отримуємо

log0,4 x ≥ log0,4 2 ⇐⇒ log0,4 2 ≤ log0,4 x ⇐⇒
{

2 ≥ x,
x > 0,

⇐⇒

⇐⇒ 0 < x ≤ 2 ⇐⇒ x ∈ (0;2] .

В i д п о в i д ь: x ∈ (0;2] .
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Приклади iз ЗНО

П р и к л а д 10 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2010 р.).

Розв’яжiть нерiвнiсть:

(

1
2

)x2−x

> 8x−5 . У вiдповiдь

запишiть суму всiх цiлих розв’язкiв цiєї нерiвностi.
Якщо нерiвнiсть має безлiч цiлих розв’язкiв, то у
вiдповiдь запишiть число 100 .

Р о з в’ я з а н н я. Подавши обидвi частини нерiвностi у
виглядi степенiв числа 2 , перепишемо нерiвнiсть у виглядi:

2−(x2−x) > 23(x−5) .

У вiдповiдностi з теоремою

2 f (x) < 2g(x) ⇐⇒ f (x)< g(x) .

маємо 2−(x2−x) > 23(x−5) ⇐⇒
⇐⇒ 23(x−5) < 2−(x2−x) ⇐⇒ 3(x−5)<−(x2 − x) ⇐⇒
⇐⇒ 3x−15+ x2 − x < 0 ⇐⇒ x2 +2x−15 < 0 .
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Приклади iз ЗНО

-
−5 3 x

y = x2 +2x−15

e et t

Розв’язуючи нерiвнiсть
x2 + 2x − 15 < 0 графiчним
методом (див. мал.), знаходимо
її розв’язки: x ∈ (−5;3) .

Отже, нерiвнiсть має 7 цiлих розв’язкiв:

−4;−3;−2;−1; 0; 1; 2 , а їх сума

(−4)+(−3)+(−2)+(−1)+0+1+2 =−7 .

В i д п о в i д ь: −7 .
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