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Нерiвностi Приклади iз ЗНО

Мiй намiр полягає не

в тому, щоб навчати тут

методу, якому кожний має

слiдувати, щоб правильно

спрямовувати свiй розум, а

тiльки в тому, щоб показати,

яким чином спрямовував я

свiй власний розум.

Рене Декарт, "Мiркування

про метод"
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Нерiвностi Приклади iз ЗНО Найпростiшi Замiна змiнних Метод iнтервалiв

Найпростiшi показниковi i логарифмiчнi нерiвностi

Найпростiшi нерiвностi ax > b , loga x < b i т.п., де
a > 0 , a 6= 1 , допускають наочне розв’язання графiчним
методом.

П р и к л а д 1. Розв’язати нерiвнiсть 2x ≤ 2 .

Р о з в’ я з а н н я. Розв’язуючи нерiвнiсть графiчним
методом, видiляємо частину кривої y = 2x , розмiщену

-
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y = 2x

y = 2

6
корiнь рiвняння 2x = 2

r

s

s

нижче прямої y = 2 (тобто пiд
нею), включаючи точку перетину
графiкiв, i проектуємо її на
вiсь Ox , вiдмiчаючи штриховкою
вiдповiдний промiжок.
Множина розв’язкiв має
вигляд (−∞,1] , де 1 – корiнь
рiвняння 2x = 2 (див. мал.).

В i д п о в i д ь: x ∈ (−∞,1] .
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П р и к л а д 3. Розв’язати нерiвнiсть log5 x ≥ 1 .

Р о з в’ я з а н н я. Розв’язуючи нерiвнiсть графiчним
методом, видiляємо частину кривої y = log5 x ,
розмiщену вище прямої y = 1 (тобто над нею),
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Множина розв’язкiв
має вигляд [5,∞) , де
5 – корiнь рiвняння
log5 x = 1 (див. мал.).

В i д п о в i д ь: x ∈ [5,∞) .
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П р и к л а д 4. Розв’язати нерiвнiсть log1/3 x ≥ 0 .

-

6

O

y

x1

y = log1/3 x
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Р о з в’ я з а н н я. Розв’язуючи
нерiвнiсть графiчним методом
(див. мал.), отримуємо x∈ (0;1] .

В i д п о в i д ь: x ∈ (0;1] .
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Нерiвностi Приклади iз ЗНО Найпростiшi Замiна змiнних Метод iнтервалiв

Розв’язання показникових i логарифмiчних

нерiвностей методом замiни змiнних

Нерiвностi виду a f (x) > b , loga f (x)< b i т.п., де
a > 0 , a 6= 1 , замiною змiнних t = f (x) зводяться до
найпростiших.

П р и к л а д 5. Розв’язати нерiвнiсть log1/3
4− x
x+3

≥ 0 .

Р о з в’ я з а н н я. Виконуючи замiну змiнних t =
4− x
x+3

,

отримуємо нерiвнiсть log1/3 t ≥ 0 , яку розглянуто в
попередньому прикладi. Отже,

log1/3 t ≥ 0 ⇐⇒ t ∈ (0;1] ⇐⇒ 0 <
4− x
x+3

≤ 1 ⇐⇒

⇐⇒











4− x
x+3

> 0,

4− x
x+3

≤ 1.

Пiсля очевидних перетворень
розв’язуємо кожну нерiвнiсть
системи методом iнтервалiв.
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4− x
x+3

> 0 ⇐⇒
x−4
x+3

< 0 .

Крива знакiв функцiї y =
x−4
x+3

зображена на мал.:

-? ?

−3 4 x

++

= 0н.о.

y = x−4
x+3

f s

− − +
− + +

u

Отже,
x−4
x+3

< 0 ⇐⇒ x ∈ (−3;4) .
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Аналогiчно розв’язуємо другу нерiвнiсть системи:

4− x
x+3

≤ 1 ⇐⇒
4− x
x+3

−1≤ 0 ⇐⇒
1−2x
x+3

≤ 0 ⇐⇒
2x−1
x+3

≥ 0.

Крива знакiв функцiї y =
2x−1
x+3

зображена на мал.:

-? ?

−3 1/2 x

++

= 0н.о.

y = 2x−1
x+3

f s

− − +
− + +

u

Отже,
2x−1
x+3

≥ 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞;−3)∪ [1/2;∞) .
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Отже, маємо










4− x
x+3

> 0 ,

4− x
x+3

≤ 1 ,
⇐⇒

{

x ∈ (−3;4) ,

x ∈ (−∞;−3)∪ [1/2;∞) ,

Нарештi, перетинаючи множини розв’язкiв нерiвностей
системи (див. мал.),

-
x

g gu

−3 1/2 4
v v

знаходимо множину розв’язкiв початкової
логарифмiчної нерiвностi: x ∈ [1/2;4) .

В i д п о в i д ь: x ∈ [1/2;4) .
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П р и к л а д 6. Розв’язати нерiвнiсть
log1/3 log5(x

2 −4x)≤ 0 .

Р о з в’ я з а н н я. Виконуючи замiну змiнних
t = log5(x

2 −4x) , отримуємо найпростiшу логарифмiчну
нерiвнiсть log1/3 t ≤ 0, яку розв’язуємо графiчним
методом (див. мал.).

-

6

O

y

t1

y = log1/3 t

s

У такий спосiб отримуємо
t ∈ [1,∞) ⇐⇒ log5(x

2 −4x)≥ 1 .
За допомогою ще однiєї замiни
змiнних z = x2 −4x отримуємо
найпростiшу нерiвнiсть
log5 z ≥ 1 , яку розв’язано в
прикладi 3.

Тому z ∈ [5,∞) ⇐⇒ x2 −4x ≥ 5 ⇐⇒ x2 −4x−5 ≥ 0 .
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Отриману квадратну нерiвнiсть x2 −4x−5 ≥ 0
розв’яжемо графiчним методом.
Вiдмiтимо частини параболи y = x2 −4x−5 , якi лежать

-
−1 x5

y = x2 −4x−5

u u

вище осi Ox (включаючи
точки x = −1 i x = 5),
i спроектуємо їх на вiсь
Ox:
x ∈ (−∞,−1]∪ [5,∞).

В i д п о в i д ь: x ∈ (−∞,−1]∪ [5,∞) .

П р и к л а д 7. Розв’язати нерiвнiсть 52 t −4 ·5 t −5 ≥ 0 .

Р о з в’ я з а н н я. Виконуючи замiну змiнних x = 5 t ,
отримуємо квадратну нерiвнiсть x2 −4x−5 ≥ 0 ,
розв’язану вище в попередньому прикладi. Тому маємо

x2 −4x−5 ≥ 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−1]∪ [5,∞) ⇐⇒

[

5 t ≤−1 ,
5 t ≥ 5 .
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Розв’язання нерiвностей методом замiни змiнних

Розв’язуючи сукупнiсть нерiвностей
[

5 t ≤−1,
5 t ≥ 5

графiчним методом, знаходимо тi частини кривої
y = 5 t , якi розмiщенi поза смугою, обмеженою прямими
y =−1 i y = 5 . При цьому є лише частина кривої

-

6
y

O t1

5
y = 5 t

y = 5

y =−1

r

s

s

y = 5 t , розмiщена над прямою
y = 5 (включаючи точку перетину
графiкiв), i вiдсутнi частини цiєї
кривої, розмiщенi пiд прямою
y = −1 , тобто нерiвнiсть 5 t ≤ −1
розв’язкiв не має.

Множина розв’язкiв має вигляд [1,∞) , де 1 – корiнь
рiвняння 5 t = 5 (див. мал.).

В i д п о в i д ь: t ∈ [1,∞) .
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Розв’язання нерiвностей методом замiни змiнних

П р и к л а д 8. Розв’язати нерiвнiсть
2 ·4x −3 ·10x +25x ≤ 0 .

Р о з в’ я з а н н я. Оскiльки 4x > 0 при усiх x ∈ R , то
обидвi частини нерiвностi можна (!) роздiлити на 4x .
Отримаємо
( 25

4

)x
−3 ·

(5
2

)x
+2 ≤ 0.

Замiною змiнних t =
( 5

2

)x
ця нерiвнiсть зводиться до

квадратної нерiвностi t2 −3t +2 ≤ 0 , розв’язуючи яку

-
1 2 t

y = t2 −3t +2

u u

графiчним методом (див. мал.),
знаходимо її розв’язки: t ∈ [1;2] .

Пiсля зворотної замiни t =
( 5

2

)x
маємо подвiйну

нерiвнiсть

1 ≤
( 5

2

)x
≤ 2 .
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( 5

2

)x
ця нерiвнiсть зводиться до

квадратної нерiвностi t2 −3t +2 ≤ 0 , розв’язуючи яку

-
1 2 t

y = t2 −3t +2

u u

графiчним методом (див. мал.),
знаходимо її розв’язки: t ∈ [1;2] .

Пiсля зворотної замiни t =
( 5

2

)x
маємо подвiйну

нерiвнiсть

1 ≤
( 5

2

)x
≤ 2 .
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2

)x

y = 2

y = 1

6
корiнь рiвняння

( 5
2

)x
= 2

r

s

s s

s

графiчним методом (див. мал.),
знаходимо множину розв’язкiв
початкової нерiвностi:
x ∈ [0,x1] , де x1 – корiнь
рiвняння

( 5
2

)x
= 2 , тобто

x1 = log2,5 2 . Отже,
x ∈ [0, log2,5 2] .

В i д п о в i д ь: x ∈ [0, log2,5 2] .

П р и к л а д 9. Розв’язати нерiвнiсть
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Отриману квадратну нерiвнiсть t2 −4t +3 ≥ 0 розв’я-

-
1 t3

y = t2 −4t +3

u u

жемо графiчним методом:
t ∈ (−∞,1] ∪ [3,∞) i пiсля
зворотної замiни t = | log3 x|

матимемо сукупнiсть
[

t = | log3 x| ≤ 1 ,
t = | log3 x| ≥ 3 .

Далi, враховуючи вiдповiднi теореми про модулi

| f (x)| ≤ g(x)⇐⇒

{

f (x)≤ g(x),
f (x)≥−g(x),

| f (x)| ≥ g(x)⇐⇒

[

f (x)≥ g(x),
f (x)≤−g(x),

отримуємо
[

| log3 x| ≤ 1,
| log3 x| ≥ 3.

⇐⇒





−1 ≤ log3 x ≤ 1,
log3 x ≥ 3,
log3 x ≤−3.
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-

6

O x

−1

−3

1

3

y y = log3 x

y = 3

y = 1

y =−1

y =−3
q

q

q

q

d

s

s

s

s

Отриману сукупнiсть




−1 ≤ log3 x ≤ 1,
log3 x ≥ 3,
log3 x ≤−3

розв’яжемо графiчним
методом (див. мал.).

Видiлимо частини кривої y = log3 x , якi розмiщенi або
в смузi мiж прямими y =−1 i y = 1 , або над прямою
y = 3 , або пiд прямою y =−3 (включаючи точки
перетину кривої з усiма вказаними прямими).
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Спроектуємо видiленi частини кривої y = log3 x на вiсь
Ox (див. мал.).

-

6

O x3 x4 xx1

x2

−1

−3

1

3

y y = log3 x

y = 3

y = 1

y =−1

y =−3
q

q

q

q

td

s

ss

s

s

ss

s

Множина розв’язкiв
має вигляд
(0,x1]∪ [x2,x3]∪ [x4,∞), де

x1 = 3−3 = 1/27 – корiнь
рiвняння log3 x =−3,
x2 = 3−1 = 1/3 – корiнь
рiвняння log3 x =−1,
x3 = 31 = 3 – корiнь
рiвняння log3 x = 1,
x4 = 33 = 27 – корiнь
рiвняння log3 x = 3.

В i д п о в i д ь: x ∈ (0;1/27]∪ [1/3;3]∪ [27,∞) .
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Метод iнтервалiв

П р и к л а д 10. Розв’язати нерiвнiсть
4x −5 ·2x +6
x2 +4x−5

≤ 0 .

Р о з в’ я з а н н я. За допомогою замiни змiнних t = 2x

розкладаємо на множники чисельник дробу:
4x −5 ·2x +6 = t2 −5t +6 = (t −2)(t −3) = (2x −2)(2x −3) .
В результатi отримуємо
4x −5 ·2x +6
x2 +4x−5

≤ 0 ⇐⇒
(2x −2)(2x −3)
(x+5)(x−1)

≤ 0 .

Отриману нерiвнiсть розв’яжемо методом iнтервалiв.
Кривi знакiв функцiй y = 2x −2 , y = 2x −3 , y = x+5 i
y = x−1 зображенi на мал.:

-?
1 x

+

= 0
y = 2x −2

r -?
log2 3 x

+

= 0
y = 2x −3

r -?
−5 x

+

= 0
y = x+5

r -?
1 x

+

= 0
y = x−1

r
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П р и к л а д 11 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2010 р.).
Знайдiть КIЛЬКIСТЬ усiх цiлих розв’язкiв нерiвностi
log1/4 (x

2 +6x)≥−2 . Якщо нерiвнiсть має безлiч цiлих
розв’язкiв, то у вiдповiдь запишiть число 100 .

Р о з в’ я з а н н я. Виконуючи замiну змiнних
t = (x2 +6x) , отримуємо найпростiшу логарифмiчну
нерiвнiсть log1/4 t ≥−2 , яку розв’язуємо графiчним
методом (див. мал.).

-

6

O

y

t
r

−2

16

корiнь рiвняння
log1/4 t =−2

y =−2

y = log1/4 t

ue

s

s?

Її розв’язками є
t ∈ (0;16] , де 16 =

(1
4

)−2
–

корiнь рiвняння
log1/4 t =−2 (див. мал.).

Далi необхiдно розв’язати
подвiйну нерiвнiсть

0 < x2 +6x ≤ 16 .
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Розв’язуючи подвiйну нерiвнiсть 0 < x2 +6x ≤ 16 графiчним

-

6

q16

O−6
x

y

y = 0

y = 16

y = x2 +6x

uuu u

u u

ee

−8 2

методом, знаходимо тi частини
параболи y = x2 +6x , якi

розмiщенi в смузi мiж
прямими y = 0 i y = 16
(включаючи точки перетину
параболи з прямою y = 16 ),
а потiм проектуємо їх
на вiсь Ox .

Множина розв’язкiв має вигляд
x ∈ [−8;−6)∪ (0;2], де

−6;0 – коренi рiвняння x2 +6x = 0,
−8;2 – коренi рiвняння x2 +6x = 16.

66

коренi рiвняння x2 +6x = 16

Отже, нерiвнiсть має 4 цiлих розв’язки: −8; −7; 1; 2 .
В i д п о в i д ь: 4 .
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П р и к л а д 12 (Пробне тестування ЗНО, 2015 р.).
Розв’яжiть нерiвнiсть lg 4

2x−3 ≥ 0 . У вiдповiдi запишiть
найбiльший розв’язок цiєї нерiвностi. Якщо найбiльший
розв’язок нерiвностi не iснує, то у вiдповiдi запишiть
число 100 .

Р о з в’ я з а н н я. Виконуючи замiну змiнних t = 4
2x−3 ,

отримуємо найпростiшу логарифмiчну нерiвнiсть
lg t ≥ 0 , яку розв’язуємо графiчним методом (див. мал.).

-

6

O

y

t1

y = lg t

s

В результатi отримуємо

t ∈ [1,∞) ⇐⇒ 4
2x−3 ≥ 1 ⇐⇒

⇐⇒ 4
2x−3 −1 ≥ 0 ⇐⇒

⇐⇒ 4−(2x−3)
2x−3 ≥ 0 ⇐⇒ 7−2x

2x−3 ≥ 0 .
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Отриману нерiвнiсть 7−2x
2x−3 ≥ 0 розв’язуємо методом

iнтервалiв. Використовуючи кривi знакiв функцiй

-?
7/2 x

+

= 0
y = 7−2x

r -?
3/2 x

+

= 0
y = 2x−3

r

зобразимо криву знакiв функцiї y = 7−2x
2x−3 :

-? ?
3/2 7/2 x

+

= 0н.в.

d t

+ + −
− + +

s
Маємо

7−2x
2x−3 ≥ 0 ⇐⇒ x ∈ (3/2;7/2] .

Отже, найбiльший розв’язок нерiвностi – число
7/2 = 3,5 .

В i д п о в i д ь: 3,5 .
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П р и к л а д 13 (Пробне тестування ЗНО, 2011 р.).
Розв’яжiть нерiвнiсть 3 ·9x −2 ·15x −52x+1 > 0 .
Якщо нерiвнiсть має цiлi розв’язки, то вкажiть
НАЙБIЛЬШИЙ з них. Якщо нерiвнiсть має розв’язки,
але вказати найбiльший цiлий розв’язок неможливо, то
у вiдповiдь запишiть число 50 . Якщо нерiвнiсть не має
розв’язкiв, то у вiдповiдь запишiть число 100 .
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(25

9

)x
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(5
3

)x
−3 < 0 .

Замiною змiнних t =
( 5

3

)x
ця нерiвнiсть зводиться до

квадратної нерiвностi 5t2 +2t −3 < 0 .
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Для розв’язання нерiвностi 5t2 +2t −3 < 0 знайдемо точки
перетину параболи y = 5t2 +2t −3 з вiссю Ot , розв’язу-
ючи квадратне рiвняння 5t2 +2t −3 = 0 за формулою

t =
− b

2 ±
√

D
4

a
, де

D
4
=

(

b
2

)2

−ac , a = 5, b = 2, c =−3

(оскiльки b = 2 – парне число). Таким чином,
D
4 = 1−5 · (−3) = 16 i t = −1±4

5 , тобто t1 =−1 , t2 = 3/5 .

-
−1 3/5 t

y = 5t2 +2t −3

e et t

Розв’язуючи нерiвнiсть
5t2 + 2t − 3 < 0 графiчним
методом (див. мал.), знаходимо
її розв’язки: t ∈ (−1;3/5) .

Пiсля зворотної замiни t =
( 5

3

)x
маємо подвiйну

нерiвнiсть

−1 <
( 5

3

)x
< 3

5 .

ЗФМШ, Kиїв Показниковi i логарифмiчнi нерiвностi



Нерiвностi Приклади iз ЗНО Приклади iз ЗНО

Приклади iз ЗНО

Для розв’язання нерiвностi 5t2 +2t −3 < 0 знайдемо точки
перетину параболи y = 5t2 +2t −3 з вiссю Ot , розв’язу-
ючи квадратне рiвняння 5t2 +2t −3 = 0 за формулою

t =
− b

2 ±
√

D
4

a
, де

D
4
=

(

b
2

)2

−ac , a = 5, b = 2, c =−3

(оскiльки b = 2 – парне число). Таким чином,
D
4 = 1−5 · (−3) = 16 i t = −1±4

5 , тобто t1 =−1 , t2 = 3/5 .

-
−1 3/5 t

y = 5t2 +2t −3

e et t

Розв’язуючи нерiвнiсть
5t2 + 2t − 3 < 0 графiчним
методом (див. мал.), знаходимо
її розв’язки: t ∈ (−1;3/5) .

Пiсля зворотної замiни t =
( 5

3

)x
маємо подвiйну

нерiвнiсть

−1 <
( 5

3

)x
< 3

5 .

ЗФМШ, Kиїв Показниковi i логарифмiчнi нерiвностi



Нерiвностi Приклади iз ЗНО Приклади iз ЗНО

Приклади iз ЗНО

Для розв’язання нерiвностi 5t2 +2t −3 < 0 знайдемо точки
перетину параболи y = 5t2 +2t −3 з вiссю Ot , розв’язу-
ючи квадратне рiвняння 5t2 +2t −3 = 0 за формулою

t =
− b

2 ±
√

D
4

a
, де

D
4
=

(

b
2

)2

−ac , a = 5, b = 2, c =−3

(оскiльки b = 2 – парне число). Таким чином,
D
4 = 1−5 · (−3) = 16 i t = −1±4

5 , тобто t1 =−1 , t2 = 3/5 .

-
−1 3/5 t

y = 5t2 +2t −3

e et t

Розв’язуючи нерiвнiсть
5t2 + 2t − 3 < 0 графiчним
методом (див. мал.), знаходимо
її розв’язки: t ∈ (−1;3/5) .

Пiсля зворотної замiни t =
( 5

3

)x
маємо подвiйну

нерiвнiсть

−1 <
( 5

3

)x
< 3

5 .

ЗФМШ, Kиїв Показниковi i логарифмiчнi нерiвностi



Нерiвностi Приклади iз ЗНО Приклади iз ЗНО

Приклади iз ЗНО

Тепер, розв’язуючи подвiйну нерiвнiсть −1 <
( 5

3

)x
< 3

5
графiчним методом, шукаємо частину кривої y =

( 5
3

)x
,

розмiщену в смузi мiж прямими y =−1 i y = 3/5 ,
а потiм проектуємо її на вiсь Ox (див. мал.).

-

6
y

O x−1

1
y =

( 5
3

)x

y =−1

y = 3/5
r

et

et

В результатi знаходимо
множину розв’язкiв
початкової нерiвностi:
x ∈ (−∞,−1) , де −1 – корiнь

рiвняння
( 5

3

)x
= 3

5 .

Отже, найбiльший цiлий розв’язок нерiвностi – це число
−2 .

В i д п о в i д ь: −2 .
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П р и к л а д 14 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2014 р.).

Розв’яжiть нерiвнiсть:
10x −16 ·5x

x+2
≥ 0 . У вiдповiдi запишiть

суму всiх цiлих розв’язкiв нерiвностi на промiжку [−3;7] .

Р о з в’ я з а н н я. У вiдповiдностi з властивостями
степеня справедливi рiвностi 10x = (2 ·5)x = 2x ·5x .
Тому пiсля винесення спiльного множника 5x за дужки
в чисельнику дробу отримаємо нерiвнiсть
5x(2x −16)

x+2
≥ 0 ,

яку розв’яжемо методом iнтервалiв. Кривi знакiв
функцiй y = 5x , y = 2x −16 i y = x+2 див. на мал.:

-
x

+

y = 5x

-?
4 x

+

= 0
y = 2x −16

r -?
−2 x

+

= 0
y = x+2

r
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-
x

+

y = 5x

-?
4 x

+

= 0
y = 2x −16

r -?
−2 x

+

= 0
y = x+2

r

Враховуючи їх вигляд, зобразимо криву знакiв функцiї

-? ?

−2 4 x

++

= 0н.в.

y =
5x(2x −16)

x+2
:

f r

5x

2x −16
x+2

+ + +

− − +

− + +

u
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-? ?

−2 4 x

++

= 0н.в.
y =

5x(2x −16)
x+2

f v

5x

2x −16
x+2

+ + +

− − +

− + +

u

Отже,
5x(2x −16)

x+2
≥ 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞;−2)∪ [4,∞) .

Тому нерiвнiсть має 5 цiлих розв’язкiв на вiдрiзку
[−3;7] : −3;4;5;6;7 , а їх сума −3+4+5+6+7 = 19 .

В i д п о в i д ь: 19 .
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