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Рiвняння Приклади iз ЗНО

Мiй намiр полягає не

в тому, щоб навчати тут

методу, якому кожний має

слiдувати, щоб правильно

спрямовувати свiй розум, а

тiльки в тому, щоб показати,

яким чином спрямовував я

свiй власний розум.

Рене Декарт, "Мiркування

про метод"
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Рiвняння Приклади iз ЗНО Найпростiшi Показниковi Логарифмiчнi

Найпростiшi показникове i логарифмiчне рiвняння

Рiвняння ax = b , де a > 0 , a 6= 1 .

Рiвняння ax = b має розв’язки тiльки при b > 0 , а саме:
1) при b > 0 x = loga b ;
2) при b ≤ 0 рiвняння розв’язкiв не має.

Наприклад, 3x = 5 ⇐⇒ x = log3 5;
3x = 81 ⇐⇒ x = log3 81 = 4;
3x = 0 ⇐⇒ x ∈∅; 3x =−3 ⇐⇒ x ∈∅ .

Рiвняння loga x = b , де a > 0 , a 6= 1 .

Хоча логарифмiчна функцiя y = loga x визначена не при
усiх значеннях x, найпростiше логарифмiчне рiвняння
при будь-якому b ∈ R має єдиний розв’язок:

loga x = b ⇐⇒ x = ab .

Наприклад, log3 x =−4 ⇐⇒ x = 3−4 = 1
34 =

1
81 .
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Показниковi рiвняння

Розглянемо приклади розв’язання показникових
рiвнянь.

П р и к л а д 1. Розв’язати рiвняння

24
√

x−2+4 +4 ·16
√

x−2+1 −42
√

x−2 = 79 .

Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи властивостi степеня,
отримуємо

24 ·24
√

x−2 +4 ·16 ·16
√

x−2 −42
√

x−2 = 79 ⇐⇒
⇐⇒ 16 ·16

√
x−2 +64 ·16

√
x−2 −16

√
x−2 = 79 .

Пiсля замiни змiнних t = 16
√

x−2 маємо

16t +64t − t = 79 ⇐⇒ 79t = 79 ⇐⇒ t = 1 ⇐⇒ 16
√

x−2 = 1 .

Тепер за допомогою замiни змiнних z =
√

x−2
отримуємо найпростiше показникове рiвняння

16z = 1 ⇐⇒ z = log16 1 = 0 ⇐⇒
√

x−2 = 0 ⇐⇒ x = 2 .

В i д п о в i д ь: x = 2 .
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Показниковi рiвняння

П р и к л а д 2. Розв’язати рiвняння 9x −2 ·3x −3 = 0 .
Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи замiну змiнних t = 3x

i враховуючи, що 9x = (32)x = 32x = (3x)2 = t2 , отримуємо

t2 −2t −3 = 0 ⇐⇒
[

t =−1,
t = 3,

⇐⇒

⇐⇒
[

3x =−1,
3x = 3,

⇐⇒
[

x ∈∅ ,
x = 1,

⇐⇒ x = 1 .

В i д п о в i д ь: x = 1 .

П р и к л а д 3. Розв’язати рiвняння
(2+

√
3)x − (2−

√
3)x = 1 .

Р о з в’ я з а н н я. Оскiльки (2−
√

3) = 1
2+

√
3
, то пiсля

замiни змiнних t = (2+
√

3)x матимемо

t − 1
t
= 1 ⇐⇒ t2 − t −1

t
= 0 .
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Логарифмiчнi рiвняння

Розглянемо приклади розв’язання логарифмiчних
рiвнянь.

П р и к л а д 4. Розв’язати рiвняння

log3(x+2)+ log9(x+2) = 3 .

Р о з в’ я з а н н я. Зазначимо, що в рiвняннi мiстяться
логарифми вiд одного виразу (x+2) . Вiдмiннiсть основ
при цьому є не iстотною, оскiльки переведення
логарифмiв до однiєї основи легко виконати:

log3(x+2)+ log9(x+2) = 3 ⇐⇒ log3(x+2)+ log3(x+2)
log3 9 = 3 .

Пiсля замiни змiнних t = log3(x+2) маємо

t + t
2 = 3 ⇐⇒ 3

2 t = 3 ⇐⇒ t = 2 ⇐⇒ log3(x+2) = 2 .

Тепер, виконуючи замiну змiнних z = x+2 , отримуємо
найпростiше логарифмiчне рiвняння
log3 z = 2 ⇐⇒ z = 32 ⇐⇒ x+2 = 9 ⇐⇒ x = 9−2 = 7 .

В i д п о в i д ь: x = 7 .
ЗФМШ, Kиїв Показниковi i логарифмiчнi рiвняння



Рiвняння Приклади iз ЗНО Найпростiшi Показниковi Логарифмiчнi

Логарифмiчнi рiвняння

Розглянемо приклади розв’язання логарифмiчних
рiвнянь.

П р и к л а д 4. Розв’язати рiвняння

log3(x+2)+ log9(x+2) = 3 .

Р о з в’ я з а н н я. Зазначимо, що в рiвняннi мiстяться
логарифми вiд одного виразу (x+2) . Вiдмiннiсть основ
при цьому є не iстотною, оскiльки переведення
логарифмiв до однiєї основи легко виконати:

log3(x+2)+ log9(x+2) = 3 ⇐⇒ log3(x+2)+ log3(x+2)
log3 9 = 3 .

Пiсля замiни змiнних t = log3(x+2) маємо

t + t
2 = 3 ⇐⇒ 3

2 t = 3 ⇐⇒ t = 2 ⇐⇒ log3(x+2) = 2 .

Тепер, виконуючи замiну змiнних z = x+2 , отримуємо
найпростiше логарифмiчне рiвняння
log3 z = 2 ⇐⇒ z = 32 ⇐⇒ x+2 = 9 ⇐⇒ x = 9−2 = 7 .

В i д п о в i д ь: x = 7 .
ЗФМШ, Kиїв Показниковi i логарифмiчнi рiвняння



Рiвняння Приклади iз ЗНО Найпростiшi Показниковi Логарифмiчнi

Логарифмiчнi рiвняння

Розглянемо приклади розв’язання логарифмiчних
рiвнянь.

П р и к л а д 4. Розв’язати рiвняння

log3(x+2)+ log9(x+2) = 3 .

Р о з в’ я з а н н я. Зазначимо, що в рiвняннi мiстяться
логарифми вiд одного виразу (x+2) . Вiдмiннiсть основ
при цьому є не iстотною, оскiльки переведення
логарифмiв до однiєї основи легко виконати:

log3(x+2)+ log9(x+2) = 3 ⇐⇒ log3(x+2)+ log3(x+2)
log3 9 = 3 .

Пiсля замiни змiнних t = log3(x+2) маємо

t + t
2 = 3 ⇐⇒ 3

2 t = 3 ⇐⇒ t = 2 ⇐⇒ log3(x+2) = 2 .

Тепер, виконуючи замiну змiнних z = x+2 , отримуємо
найпростiше логарифмiчне рiвняння
log3 z = 2 ⇐⇒ z = 32 ⇐⇒ x+2 = 9 ⇐⇒ x = 9−2 = 7 .

В i д п о в i д ь: x = 7 .
ЗФМШ, Kиїв Показниковi i логарифмiчнi рiвняння



Рiвняння Приклади iз ЗНО Найпростiшi Показниковi Логарифмiчнi

Логарифмiчнi рiвняння

Розглянемо приклади розв’язання логарифмiчних
рiвнянь.

П р и к л а д 4. Розв’язати рiвняння

log3(x+2)+ log9(x+2) = 3 .

Р о з в’ я з а н н я. Зазначимо, що в рiвняннi мiстяться
логарифми вiд одного виразу (x+2) . Вiдмiннiсть основ
при цьому є не iстотною, оскiльки переведення
логарифмiв до однiєї основи легко виконати:

log3(x+2)+ log9(x+2) = 3 ⇐⇒ log3(x+2)+ log3(x+2)
log3 9 = 3 .

Пiсля замiни змiнних t = log3(x+2) маємо

t + t
2 = 3 ⇐⇒ 3

2 t = 3 ⇐⇒ t = 2 ⇐⇒ log3(x+2) = 2 .

Тепер, виконуючи замiну змiнних z = x+2 , отримуємо
найпростiше логарифмiчне рiвняння
log3 z = 2 ⇐⇒ z = 32 ⇐⇒ x+2 = 9 ⇐⇒ x = 9−2 = 7 .

В i д п о в i д ь: x = 7 .
ЗФМШ, Kиїв Показниковi i логарифмiчнi рiвняння



Рiвняння Приклади iз ЗНО Найпростiшi Показниковi Логарифмiчнi

Логарифмiчнi рiвняння

Розглянемо приклади розв’язання логарифмiчних
рiвнянь.

П р и к л а д 4. Розв’язати рiвняння

log3(x+2)+ log9(x+2) = 3 .

Р о з в’ я з а н н я. Зазначимо, що в рiвняннi мiстяться
логарифми вiд одного виразу (x+2) . Вiдмiннiсть основ
при цьому є не iстотною, оскiльки переведення
логарифмiв до однiєї основи легко виконати:

log3(x+2)+ log9(x+2) = 3 ⇐⇒ log3(x+2)+ log3(x+2)
log3 9 = 3 .

Пiсля замiни змiнних t = log3(x+2) маємо

t + t
2 = 3 ⇐⇒ 3

2 t = 3 ⇐⇒ t = 2 ⇐⇒ log3(x+2) = 2 .

Тепер, виконуючи замiну змiнних z = x+2 , отримуємо
найпростiше логарифмiчне рiвняння
log3 z = 2 ⇐⇒ z = 32 ⇐⇒ x+2 = 9 ⇐⇒ x = 9−2 = 7 .

В i д п о в i д ь: x = 7 .
ЗФМШ, Kиїв Показниковi i логарифмiчнi рiвняння



Рiвняння Приклади iз ЗНО Найпростiшi Показниковi Логарифмiчнi

Логарифмiчнi рiвняння

У випадку, коли рiвняння мiстить логарифми вiд
кiлькох виразiв, доцiльно зразу вказати умови, якими
задається область визначення (ОДЗ) цього рiвняння. В
ходi розв’язання необхiдно ретельно контролювати
виконання на ОДЗ умов, за яких справедливi
властивостi логарифмiв, що використовуються.
Пiдкреслимо, що формальне, без належного контролю,
застосування властивостей логарифмiв може призвести
або до звуження, або до розширення ОДЗ i тому або до
втрати коренiв, або до появи стороннiх розв’язкiв.

П р и к л а д 5. Розв’язати рiвняння

lg(x−3)+ lg(x+6) = lg2+ lg5 .

Р о з в’ я з а н н я. ОДЗ рiвняння визначається умовами:
x−3 > 0 i x+6 > 0 . На ОДЗ справедлива рiвнiсть
lg(x−3)+ lg(x+6) = lg

(

(x−3)(x+6)
)

.
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Отже, на ОДЗ рiвняння

lg(x−3)+ lg(x+6) = lg2+ lg5 перетворюється до

вигляду lg
(

(x−3)(x+6)
)

= lg10 .

Звiдси, враховуючи строгу монотоннiсть логарифмiчної
функцiї y = lg t (це означає, що функцiя кожне своє
значення приймає не бiльш, нiж в однiй точцi), на ОДЗ
отримуємо рiвнiсть (x−3)(x+6) = 10 . В результатi
маємо

lg(x−3)+ lg(x+6) = lg2+ lg5 ⇐⇒







x−3 > 0,
x+6 > 0,

(x−3)(x+6) = 10
(нерiвностi системи забезпечують належнiсть x ОДЗ
логарифмiчного рiвняння).

(x−3)(x+6) = 10 ⇐⇒ x1 =−7 i x2 = 4, при цьому
x1 =−7 не задовольняє нерiвностi системи.

В i д п о в i д ь: x = 4 .
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значення приймає не бiльш, нiж в однiй точцi), на ОДЗ
отримуємо рiвнiсть (x−3)(x+6) = 10 . В результатi
маємо

lg(x−3)+ lg(x+6) = lg2+ lg5 ⇐⇒






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(нерiвностi системи забезпечують належнiсть x ОДЗ
логарифмiчного рiвняння).

(x−3)(x+6) = 10 ⇐⇒ x1 =−7 i x2 = 4, при цьому
x1 =−7 не задовольняє нерiвностi системи.

В i д п о в i д ь: x = 4 .
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П р и к л а д 6. Розв’язати рiвняння
1+ x log2 6 = x+ log2(9

x −3) .

Р о з в’ я з а н н я. ОДЗ рiвняння визначається умовою:
9x −3 > 0 .
Подамо всi доданки у виглядi логарифмiв
(при цьому x = x log2 2 = log2 2x ) i матимемо
log2 2+ log2 6x = log2 2x + log2(9

x −3) ⇐⇒
⇐⇒ log2(2 ·6x) = log2

(

2x(9x −3)
)

,
звiдки на ОДЗ отримуємо рiвняння
2 ·6x = 2x(9x −3) ⇐⇒ 2x(9x −3)−2 · (2 ·3)x = 0 ⇐⇒

⇐⇒ 2x(9x −2 ·3x −3) = 0 ⇐⇒
[

2x = 0 ,
9x −2 ·3x −3 = 0 .

Перше рiвняння сукупностi не має розв’язкiв, а друге —
розв’язано в прикладi 2. Його єдиний корiнь x = 1
належить ОДЗ, оскiльки нерiвнiсть 91 −3 > 0 є iстиною.
В i д п о в i д ь: x = 1 .
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П р и к л а д 7. Розв’язати рiвняння

log2(x−1)2 −2log2(2+2x− x2) =−2 .

Р о з в’ я з а н н я. ОДЗ рiвняння визначається системою
нерiвностей:
{

(x−1)2 > 0 ,
2+2x− x2 > 0 .

Зазначимо, що на ОДЗ log2(x−1)2 6= 2log2(x−1) (!),
оскiльки значення (x−1) можуть бути вiд’ємними.
У вiдповiдностi з властивiстю

loga x2n = 2n loga |x| , n ∈ Z , x 6= 0 , a > 0 , a 6= 1

справедлива рiвнiсть log2(x−1)2 = 2log2 |x−1| .
Тому задане рiвняння рiвносильне рiвнянню

2log2 |x−1|−2log2(2+2x− x2) =−2 ⇐⇒
⇐⇒ log2 |x−1|− log2(2+2x− x2) =−1 .
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Для перетворення рiвняння, що мiстить логарифми вiд
рiзних функцiй, але за однiєю основою, доцiльно рiзницi
логарифмiв замiнити сумами. Цього легко досягти
шляхом переносу "вiд’ємних" доданкiв в iншу частину
рiвняння.
Дiючи у такий спосiб, маємо

log2 |x−1|− log2(2+2x− x2) =−1 ⇐⇒
⇐⇒ log2 |x−1|+1 = log2(2+2x− x2) ⇐⇒
⇐⇒ log2 |x−1|+ log2 2 = log2(2+2x− x2) ⇐⇒
⇐⇒ log2 |2x−2|= log2(2+2x− x2) ,

звiдки на ОДЗ отримуємо рiвняння |2x−2|= 2+2x− x2 ,
яке перетворимо у вiдповiдностi з теоремою

| f (x)|= g(x)⇐⇒







g(x)≥ 0,
[

f (x) = g(x),
f (x) =−g(x),
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а саме:

|2x−2|= 2+2x− x2 ⇐⇒







2+2x− x2 ≥ 0,
[

2x−2 = 2+2x− x2,
2x−2 =−(2+2x− x2) .

Розв’язуємо рiвняння сукупностi:

2x−2 = 2+2x− x2 ⇐⇒ x2 = 4 ⇐⇒ x =±2 .
2x−2 =−(2+2x− x2) ⇐⇒ 2x−2 = x2 −2x−2 ⇐⇒
⇐⇒ x2 −4x = 0 ⇐⇒ x1 = 0 и x2 = 4 .
Нерiвнiсть 2+2x− x2 ≥ 0 задовольняють тiльки два
коренi: x = 0 i x = 2 . Цi ж коренi належать ОДЗ,
оскiльки задовольняють записану на початку
розв’язання систему нерiвностей, що визначає ОДЗ:
{

(x−1)2 > 0 ,
2+2x− x2 > 0 .

В i д п о в i д ь: x ∈ {0;2} .
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а саме:

|2x−2|= 2+2x− x2 ⇐⇒







2+2x− x2 ≥ 0,
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Нерiвнiсть 2+2x− x2 ≥ 0 задовольняють тiльки два
коренi: x = 0 i x = 2 . Цi ж коренi належать ОДЗ,
оскiльки задовольняють записану на початку
розв’язання систему нерiвностей, що визначає ОДЗ:
{

(x−1)2 > 0 ,
2+2x− x2 > 0 .

В i д п о в i д ь: x ∈ {0;2} .
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П р и к л а д 8. Розв’язати рiвняння

9log4x x2 −4log2x2 x3 = 0 .

Р о з в’ я з а н н я. Враховуючи область визначення
функцiї logϕ(x) f (x) (основа ϕ(x) логарифма повинна
бути додатньою i не рiвною одиницi, а функцiя f (x)
також повинна приймати додатнi значення), записуємо
обмеження на область визначення (ОДЗ) рiвняння:
{

x2 > 0; 4x > 0; 4x 6= 1,
x3 > 0; 2x2 > 0; 2x2 6= 1,

⇐⇒







x > 0 ,
x 6= 1/4 ,
2x2 6= 1 .

На ОДЗ перейдемо до однiєї основи логарифмiв.
Пiдкреслимо, що на ОДЗ x може дорiвнювати одиницi.
Тому перехiд до основи x в даному рiвняннi звужує
ОДЗ i призводить до втрати розв’язкiв!
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Переводячи логарифми до основи 2 i використовуючи
властивостi логарифмiв, на ОДЗ отримуємо

9log4x x2 −4log2x2 x3 = 0 ⇐⇒ 9
log2 x2

log2(4x)
−4

log2 x3

log2(2x2)
= 0 ⇐⇒

⇐⇒ 9
2log2 x

log2 4+ log2 x
−4

3log2 x
log2 2+2log2 x

= 0 .

Тепер отримане рiвняння розв’язуємо методом замiни
змiнних. Так, позначивши t = log2 x , матимемо
18t

2+ t
− 12t

1+2t
= 0 ⇐⇒ 6t(4t −1)

(2+ t)(1+2t)
= 0 ⇐⇒

⇐⇒
[

t = 0,
t = 1/4,

⇐⇒
[

log2 x = 0,
log2 x = 1/4,

⇐⇒
[

x = 1,
x = 21/4.

Очевидно, що обида коренi задовольняють обмеження
на ОДЗ рiвняння: x > 0 , x 6= 1/4 , 2x2 6= 1 .

В i д п о в i д ь: x1 = 1 , x2 = 21/4 .
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П р и к л а д 9. Розв’язати рiвняння xlog5 x−2 = 1 .

Р о з в’ я з а н н я. ОДЗ рiвняння визначається умовою:
x > 0 .
Оскiльки обидвi частини рiвняння додатнi на ОДЗ, то
на ОДЗ їх можна прологарифмувати за основою 5,
тобто перейти до рiвняння

log5
(

xlog5 x−2
)

= log5 1 .

Звiдси у вiдповiдностi з властивостями логарифмiв
отримуємо рiвняння

(log5 x−2) log5 x = 0 .

В результатi на ОДЗ маємо сукупнiсть
[

log5 x = 2,
log5 x = 0,

⇐⇒
[

x = 52 = 25,
x = 50 = 1.

В i д п о в i д ь: x1 = 1 , x2 = 25 .
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П р и к л а д 10. Розв’язати рiвняння
5log2

5 x(1+log5 x)

xlog2
5 x+2

= 1 .

Р о з в’ я з а н н я. ОДЗ рiвняння визначається умовою:
x > 0 .
При цьому, враховуючи властивостi степеня i означення
логарифма, на ОДЗ отримуємо рiвностi

5log2
5 x(1+log5 x) =

(

5log5 x
)log5 x(1+log5 x)

= xlog5 x(1+log5 x) =

= xlog5 x+log2
5 x .

Тепер, виконавши дiлення в лiвiй частинi заданого
рiвняння, перетворимо його до вигляду

xlog5 x−2 = 1 .

Отримане рiвняння розглянуто в попередньому
прикладi.

В i д п о в i д ь: x1 = 1 , x2 = 25 .
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прикладi.

В i д п о в i д ь: x1 = 1 , x2 = 25 .
ЗФМШ, Kиїв Показниковi i логарифмiчнi рiвняння



Рiвняння Приклади iз ЗНО Найпростiшi Показниковi Логарифмiчнi

Логарифмiчнi рiвняння

П р и к л а д 10. Розв’язати рiвняння
5log2

5 x(1+log5 x)

xlog2
5 x+2

= 1 .

Р о з в’ я з а н н я. ОДЗ рiвняння визначається умовою:
x > 0 .
При цьому, враховуючи властивостi степеня i означення
логарифма, на ОДЗ отримуємо рiвностi

5log2
5 x(1+log5 x) =

(

5log5 x
)log5 x(1+log5 x)

= xlog5 x(1+log5 x) =

= xlog5 x+log2
5 x .

Тепер, виконавши дiлення в лiвiй частинi заданого
рiвняння, перетворимо його до вигляду

xlog5 x−2 = 1 .

Отримане рiвняння розглянуто в попередньому
прикладi.

В i д п о в i д ь: x1 = 1 , x2 = 25 .
ЗФМШ, Kиїв Показниковi i логарифмiчнi рiвняння



Рiвняння Приклади iз ЗНО Приклади iз ЗНО

Приклади iз ЗНО

П р и к л а д 11 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2007 р.).
Розв’язати рiвняння 3

√
8x =

√
2 · 3

√
2 .

Р о з в’ я з а н н я. Подамо обидвi частини рiвняння у
виглядi степенiв числа 2 :

3
√

8x =
√

2 · 3
√

2 ⇐⇒
(

(23)x
)1/3

= 21/2 ·21/3 ⇐⇒ 2x = 2
1
2+

1
3 .

Тодi x = 1
2 +

1
3 = 5

6 .

В i д п о в i д ь: 5
6 .

П р и к л а д 12 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2015 р.).
Розв’яжiть рiвняння log2

5 x+ log5 x = 2 . Якщо рiвняння
має один корiнь, то запишiть його у вiдповiдi, якщо
рiвняння має кiлька коренiв, то у вiдповiдi запишiть
їхню СУМУ. Якщо рiвняння не має коренiв, запишiть у
вiдповiдi число 100 .

Р о з в’ я з а н н я. Пiсля замiни змiнних t = log5 x
отримуємо рiвняння t2 + t = 2 ⇐⇒ t2 + t −2 = 0 .
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Далi маємо

t2 + t −2 = 0 ⇐⇒
[

t =−2,
t = 1,

⇐⇒

⇐⇒
[

log5 x =−2,
log5 x = 1,

⇐⇒
[

x = 5−2 = 1/25 = 0,04 ,
x = 5 .

Отже, рiвняння має 2 коренi: x1 = 0,04 i x2 = 5 . Їх сума
x1 + x2 = 5,04 .

В i д п о в i д ь: 5,04 .

П р и к л а д 13 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2009 р.).
Розв’яжiть рiвняння log6 (x−3)+ log6 (x−8) = 2 . Якщо
рiвняння має один корiнь, то запишiть його у вiдповiдь;
якщо воно має два коренi, то у вiдповiдь запишiть їх
суму.
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Р о з в’ я з а н н я. ОДЗ рiвняння log6 (x−3)+ log6 (x−8) = 2
визначається системою нерiвностей:
{

x−3 > 0 ,
x−8 > 0 .

На ОДЗ задане рiвняння перетворюється до вигляду
log6

(

(x−3)(x−8)
)

= log6 36 , звiдки отримуємо рiвнiсть
(x−3)(x−8) = 36 .
Перетворюємо квадратне рiвняння до стандартного
вигляду:
(x−3)(x−8) = 36 ⇐⇒ x2 −8x−3x+24−36 = 0 ⇐⇒
⇐⇒ x2 −11x−12 = 0 .
Воно має 2 коренi: x1 =−1 i x2 = 12, при цьому x1 =−1
не належить ОДЗ, бо не задовольняє нерiвностi
записаної вище системи.
Отже, задане рiвняння має єдиний корiнь: x2 = 12 .

В i д п о в i д ь: 12 .
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