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Показникова функцiя Логарифми

Мiй намiр полягає не

в тому, щоб навчати тут

методу, якому кожний має

слiдувати, щоб правильно

спрямовувати свiй розум, а

тiльки в тому, щоб показати,

яким чином спрямовував я

свiй власний розум.

Рене Декарт, "Мiркування

про метод"
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Показникова функцiя Логарифми Властивостi Графiк

Показникова функцiя

Показникова функцiя y = ax , де a > 0, a 6= 1, визначена
при усiх дiйсних значеннях x i приймає тiльки додатнi
значення, тобто ax > 0 при усiх x ∈ R .

При a,b > 0 i x,y ∈ R справедливi властивостi степеня:

1) a0 = 1 ,

2) axay = ax+y ,

3) ax : ay = ax−y ,

4) (ax)y = axy ,

5) (ab)x = axbx ,

6)
(a

b

)x
=

ax

bx ,

7) a−x =
1
ax .
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Графiк показникової функцiї

Графiки показникової функцiї зображено на мал. При
цьому iстотно рiзнi два випадки:

при a > 1 функцiя y = ax є зростаючою,

а при 0 < a < 1 вона є спадною.

-

6
y

O x

a > 1

1

1

a s

s

s

s -

6
y

O x

0 < a < 1

1

1
a
s

s

s

s

y = ax

y(0) = a0 = 1

y(1) = a
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Рiвняння ax = b , a > 0 , a 6= 1 . Логарифм

Нехай a > 0 , a 6= 1 .
Розглянемо рiвняння ax = b .

Якщо b > 0 , то рiвняння ax = b має єдиний корiнь,
який називається логарифмом числа b за основою a
i позначається loga b , тобто ax = b ⇐⇒ x = loga b .

При b ≤ 0 рiвняння ax = b не має розв’язкiв, а
логарифм iз вiд’ємних чисел i числа 0 не
визначений.

Наприклад, 2x = 5 ⇐⇒ x = log2 5;
2x = 16 ⇐⇒ x = log2 16 = 4;
2x = 1/8 ⇐⇒ x = log2(1/8) =−3;
2x =

√
2 ⇐⇒ x = log2

√
2 = 1/2;

2x =−2 ⇐⇒ x ∈∅ .
Для логарифмiв за основою 10 використовується
позначення lgb, тобто lgb = log10 b.
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Основнi властивостi логарифмiв

За означенням логарифма aloga b = b при a > 0, a 6= 1,
b > 0 , тобто loga b – це показник степеня, до якого
потрiбно пiднести основу a , щоб отримати число b .

Логарифми володiють наступними властивостями:

1) loga a = 1 , a > 0 , a 6= 1 ,

2) loga 1 = 0 , a > 0 , a 6= 1 ,

3) loga(xy) = loga |x|+ loga |y| , xy > 0 , a > 0 , a 6= 1 ,

4) loga
x
y = loga |x|− loga |y| , xy > 0 , a > 0 , a 6= 1 ,

5) loga xα = α loga x , x > 0 , α ∈ R , a > 0 , a 6= 1 ,

6) loga x2n = 2n loga |x| , n ∈ Z , x 6= 0 , a > 0 , a 6= 1 ,

7) loga x =
logb x
logb a

, x > 0 , a > 0 , a 6= 1 , b > 0 , b 6= 1 .
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Основнi властивостi логарифмiв

Слiд звернути увагу на iстотну вiдмiннiсть мiж зовнi
схожими властивостями

5) loga xα = α loga x , x > 0 , α ∈ R , a > 0 , a 6= 1 ,

6) loga x2n = 2n loga |x| , n ∈ Z , x 6= 0 , a > 0 , a 6= 1
(тут червоним кольором видiленi самi iстотнi умови, якi
i дають можливiсть вiдрiзнити одну властивiсть вiд
iншої).
Так, у властивостi 6, на вiдмiну вiд властивостi 5, у
лiвiй частинi рiвностi x може бути вiд’ємним числом, i
тому в правiй частинi рiвностi з’являється модуль,
iнакше loga x при вiд’ємному x буде не визначений.
Наприклад, log3(1−

√
2)2 6= 2log3(1−

√
2) , оскiльки

1−
√

2 < 0 i log3(1−
√

2) не визначений.
Iстинними тут є рiвностi
log3(1−

√
2)2 = 2log3 |1−

√
2|= 2log3(

√
2−1) .

ЗФМШ, Kиїв Показникова функцiя i логарифми



Показникова функцiя Логарифми Властивостi Область Графiк Приклади iз ЗНО

Основнi властивостi логарифмiв

Аналогiчними за своїм змiстом є властивостi

3) loga(xy) = loga |x|+ loga |y| , xy > 0 , a > 0 , a 6= 1 ,

4) loga
x
y = loga |x|− loga |y| , xy > 0 , a > 0 , a 6= 1 ,

справедливi за умови xy > 0, яка означає, що значення x
i y повиннi бути одного знаку (тобто обидва додатнi або
обидва вiд’ємнi). При цьому у випадку, коли x i y
вiд’ємнi, в правiй частинi рiвностей iстотним є наявнiсть
модулiв.

Вiдзначимо також, що наслiдком формули переходу до
нової основи

7) loga x =
logb x
logb a

, x > 0 , a > 0 , a 6= 1 , b > 0 , b 6= 1 ,

при x = b є рiвнiсть

loga b =
1

logb a
, a > 0 , a 6= 1 , b > 0 , b 6= 1 .
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Приклади

П р и к л а д 1. Обчислити log3

(

2log11

√

3
√

11
)

.

Р о з в’ я з а н н я. Перетворюючи коренi в степiнь з
дробовим показником, а потiм використовуючи
властивiсть логарифма вiд степеня, отримуємо

log3

(

2log11

√

3
√

11
)

= log3

(

2log11(111/3)1/2
)

=

= log3

(

2log11 111/6
)

= log3

(

2 · 1
6

)

= log3
1
3 =−1 .

В i д п о в i д ь: −1 .

П р и к л а д 2. Обчислити log(2+
√

3)(7−4
√

3) .

Р о з в’ я з а н н я. Зазначимо, що 7−4
√

3 = (2−
√

3)2.
Оскiльки (2+

√
3)(2−

√
3) = 4−3 = 1, то

2−
√

3 = 1
2+

√
3
= (2+

√
3)−1 . Отже,

log(2+
√

3)(7−4
√

3) = log(2+
√

3)(2−
√

3)2 =

= log(2+
√

3)

(

(2+
√

3)−1
)2

= log(2+
√

3)(2+
√

3)−2 =−2 .

В i д п о в i д ь: −2 .
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до вигляду aloga b = b (при a > 0, a 6= 1, b > 0), а саме:

7log49(
√

5−3)2
= 7

log7(
√

5−3)2

log7 49 = 7
1
2 log7(

√
5−3)2

= 7
1
2 ·2log7 |

√
5−3| =

= 7log7 |
√

5−3| = |
√

5−3|= 3−
√

5 , оскiльки
√

5−3 < 0 ;

125log5
√

5

√√
5+3 = (53)

log5
√√

5+3
log5(5

√
5) = 5

3 log5
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5+3

log5 53/2 = 53 log5
√√
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√√
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(√√
5+3

)2
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√
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√
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В результатi маємо

7log49(
√

5−3)2
+125log5

√
5

√√
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√
5+

√
5+3 = 6 .

В i д п о в i д ь: 6 .
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Приклади

П р и к л а д 4. Знайти log30 12 , якщо lg2 = a , lg3 = b .

Р о з в’ я з а н н я. Використаємо формулу переходу до
нової основи логарифма (основи 10):

log30 12 =
lg12
lg30

.

Далi, використовуючи раозклади 12 = 3 ·22 , 30 = 3 ·10 i
властивостi логарифмiв, отримуємо

lg12
lg30

=
lg(3 ·22)

lg(3 ·10)
=

lg3+ · lg22

lg3+ lg10
=

lg3+2 · lg2
lg3+ lg10

=
b+2a
b+1

.

В i д п о в i д ь: log30 12 =
b+2a
b+1

.
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Область визначення функцiї y = logϕ(x) f (x)
Оскiльки логарифми визначенi не для всiх чисел, а
також не за довiльною основою, то на область
визначення функцiї y = logϕ(x) f (x) накладається ряд
обмежень, а саме: основа ϕ(x) логарифма повинна бути
додатньою i не рiвною одиницi, а функцiя f (x) також
повинна приймати додатнi значення.

Отже,

область визначення функцiї y = logϕ(x) f (x)
знаходиться в результатi розв’язання системи
нерiвностей






ϕ(x)> 0 ,
ϕ(x) 6= 1 ,
f (x)> 0 .
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Графiк логарифмiчної функцiї

Областю визначення логарифмичної функцiї y = loga x ,
де a > 0 , a 6= 1 , є промiжок (0,∞).
Графiки логарифмiчної функцiї зображено на мал. При
цьому iстотно рiзнi два випадки:

при a > 1 функцiя y = loga x є зростаючою,

а при 0 < a < 1 вона є спадною.

-

6

O

y

x
s

s s

se

1

1

a

a > 1

-

6

O

y

x
s

s s

se

1

1

a

0 < a < 1

D(y) = (0,∞)

y = loga x

y(1) = loga 1 = 0
y(a) = loga a = 1
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Приклади iз ЗНО

П р и к л а д 5 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2017 р.).
Нехай m i n – довiльнi дiйснi числа, a – довiльне
додатнє число, a 6= 1 . До кожного початку речення (1-4)
доберiть його закiнчення (А-Д) так, щоб утворилося
правильне твердження.

Початок речення
1) Якщо (am)n = a4 , то
2) Якщо am ·an = a4 , то
3) Якщо 8

√
am =

√
an , то

4) Якщо
an

am =
1
a4 , то

Закiнчення речення
А) m+n = 4 .
Б) m−n = 4 .
В) mn = 4 .
Г) m = 4n .
Д) m = 8n .

Р о з в’ я з а н н я. За властивостями степеня маємо:
1) a4 = (am)n = amn, тому mn = 4 ;
2) a4 = am ·an = am+n, тому m+n = 4 ;
3) am/8 = an/2, тому m/8 = n/2, звiдки m = 4n ;
4) an−m = a−4, тому n−m =−4, звiдки m−n = 4 .

В i д п о в i д ь: 1-В , 2-А , 3-Г , 4-Б .
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Приклади iз ЗНО

П р и к л а д 6 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2009 р.).

Обчислiть
2−1,6 ·44,8

82/3 .

Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи властивостi степеня,
перетворюємо вираз у степiнь двiйки:

2−1,6 ·44,8

82/3 =
2−1,6 · (22)4,8

(23)2/3 =
2−1,6 ·29,6

22 = 2−1,6+9,6−2 = 26 = 64 .

В i д п о в i д ь: 64 .

П р и к л а д 7 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2013 р.).

log5 49+2log5
5
7 =

Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи властивостi
логарифмiв, отримуємо

log5 49+2log5
5
7 = log5 49+ log5

( 5
7

)2
= log5 49+ log5

25
49 =

= log5
(

49 · 25
49

)

= log5 25 = 2 .

В i д п о в i д ь: 2 .
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П р и к л а д 8 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2015 р.).
Вкажiть промiжок, якому належить число log5 4 :
А) (0;1) , Б) (1;2) , В) (2;3) , Г) (3;4) , Д) (4;5) .

Р о з в’ я з а н н я. Розглянемо графiк функцiї y = log5 x .

-

6

O

y

x
r

r r

rr

rr

d

1

1
log5 4

54

y = log5 x

y(1) = log5 1 = 0
y(a) = log5 5 = 1

Оскiльки функцiя y = log5 x –
зростаюча, то

log5 1 < log5 4 < log5 5 , тобто

0 < log5 4 < 1 .

В i д п о в i д ь: А .
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П р и к л а д 9 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2007 р.).
Обчислiть log1/25

√
5 .

Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи формулу переходу до
нової основи (основи 5), отримуємо

log1/25
√

5 =
log5

√
5

log5
1
25

=
log5 51/2

log5 5−2 =
1/2
−2

=−1
4
=−0,25 .

В i д п о в i д ь: −0,25 .

П р и к л а д 10 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2007 р.).
Обчислiть log3 4 · log4 5 · log5 7 · log7 81 .

Р о з в’ я з а н н я. Перетворюючи усi логарифми до
основи 3, отримуємо

log3 4 · log4 5 · log5 7 · log7 81 = log3 4 · log3 5
log3 4

· log3 7
log3 5

· log3 81
log3 7

=

= log3 81 = 4 .

В i д п о в i д ь: 4 .
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П р и к л а д 11 (Пробне тестування ЗНО, 2015 р.).
Обчислiть 36log6 5 .

Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи властивостi логариф-
мiв i властивостi степеня, перетворюємо вираз до

вигляду aloga b = b (при a > 0, a 6= 1, b > 0), а саме:

36log6 5 = 62log6 5 = 6log6 52
= 52 = 25 .

В i д п о в i д ь: 25 .

П р и к л а д 12 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2012 р.).
Обчислiть (

√
20)2+log20 16 .

Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи властивостi степеня i
властивостi логарифмiв, отримуємо:

(
√

20)2+log20 16 = 201+ 1
2 log20 16 = 201 ·20

1
2 log20 16 =

= 20 ·20log20 161/2
= 20 ·161/2 = 20

√
16 = 20 ·4 = 80 .

В i д п о в i д ь: 80 .
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= 52 = 25 .

В i д п о в i д ь: 25 .

П р и к л а д 12 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2012 р.).
Обчислiть (

√
20)2+log20 16 .

Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи властивостi степеня i
властивостi логарифмiв, отримуємо:

(
√

20)2+log20 16 = 201+ 1
2 log20 16 = 201 ·20

1
2 log20 16 =

= 20 ·20log20 161/2
= 20 ·161/2 = 20

√
16 = 20 ·4 = 80 .

В i д п о в i д ь: 80 .
ЗФМШ, Kиїв Показникова функцiя i логарифми
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П р и к л а д 11 (Пробне тестування ЗНО, 2015 р.).
Обчислiть 36log6 5 .

Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи властивостi логариф-
мiв i властивостi степеня, перетворюємо вираз до

вигляду aloga b = b (при a > 0, a 6= 1, b > 0), а саме:

36log6 5 = 62log6 5 = 6log6 52
= 52 = 25 .

В i д п о в i д ь: 25 .

П р и к л а д 12 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2012 р.).
Обчислiть (

√
20)2+log20 16 .

Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи властивостi степеня i
властивостi логарифмiв, отримуємо:

(
√

20)2+log20 16 = 201+ 1
2 log20 16 = 201 ·20

1
2 log20 16 =

= 20 ·20log20 161/2
= 20 ·161/2 = 20

√
16 = 20 ·4 = 80 .

В i д п о в i д ь: 80 .
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Приклади iз ЗНО

П р и к л а д 13 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2012 р.).
Обчислiть значення виразу loga 500− loga 4 , якщо

log5 a =
1
4

.

Р о з в’ я з а н н я. Перетворюючи рiзницю логарифмiв у
логарифм частки, отримуємо:

loga 500− loga 4 = loga
500

4 = loga 125 .

Тепер пiсля переходу до основи 5 матимемо

loga 125 =
log5 125
log5 a

=
3

1/4
= 3 ·4 = 12 .

В i д п о в i д ь: 12 .
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log5 a =
1
4

.

Р о з в’ я з а н н я. Перетворюючи рiзницю логарифмiв у
логарифм частки, отримуємо:

loga 500− loga 4 = loga
500

4 = loga 125 .

Тепер пiсля переходу до основи 5 матимемо

loga 125 =
log5 125
log5 a

=
3

1/4
= 3 ·4 = 12 .

В i д п о в i д ь: 12 .
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П р и к л а д 13 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2012 р.).
Обчислiть значення виразу loga 500− loga 4 , якщо

log5 a =
1
4

.

Р о з в’ я з а н н я. Перетворюючи рiзницю логарифмiв у
логарифм частки, отримуємо:

loga 500− loga 4 = loga
500

4 = loga 125 .

Тепер пiсля переходу до основи 5 матимемо

loga 125 =
log5 125
log5 a

=
3

1/4
= 3 ·4 = 12 .

В i д п о в i д ь: 12 .
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