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Мiй намiр полягає не

в тому, щоб навчати тут

методу, якому кожний має

слiдувати, щоб правильно

спрямовувати свiй розум, а

тiльки в тому, щоб показати,

яким чином спрямовував я

свiй власний розум.

Рене Декарт, "Мiркування

про метод"
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З означення графiка функцiї y = f (x) (див. Урок 2)
випливає, що область визначення D( f ) функцiї f (x) є
проекцiєю графiка цiєї функцiї на вiсь Ox.

Проекцiєю графiка функцiї y = f (x) на вiсь Oy є
множина тих значень, якi приймаються функцiєю
f (x) . Цю множину називають областю значень
функцiї f (x) та позначають E( f ) .

-
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y = x2

t

Так, наприклад, областю значень
функцiї y = f (x) = x2 є множина
E( f ) = [0,∞) .
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Функцiя y = f (x) = 1
x3 має

область значень
E( f ) = (−∞,0)∪ (0,∞) .
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Функцiя y = f (x) = 1
x2 має

область значень
E( f ) = (0,∞) .
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Область значень функцiї
y = f (x) = x6 +2 – це
множина E( f ) = [2,∞) .

Областю значень функцiї y = f (x) = sin x є вiдрiзок
E( f ) = [−1;1] :
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П р и к л а д 1. Знайти область значень функцiї

f (x) =
(√

64− x2
)2

.

Р о з в’ я з а н н я. Вiдзначимо, що
(√

64− x2
)2

6= 64− x2,

оскiльки обидвi частини цiєї нерiвностi мають рiзнi
областi визначення !

Тому знайдемо спочатку область визначення функцiї
D( f ) , розв’язуючи нерiвнiсть 64− x2 ≥ 0 :

-
−8 x8

y = 64− x2

u u

Отже, D( f ) = [−8;8] i лише
на цiй областi визначення
D( f ) виконується рiвнiсть
(√

64− x2
)2

= 64− x2.

Це означає, що графiком функцiї y = f (x) є видiлена на
мал. частина параболи y = 64− x2 .
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Отже, графiк функцiї y = f (x) =
(√

64− x2
)2

– це

частина параболи y = 64− x2 , розмiщена над вiдрiзком
[−8;8] осi Ox (див. мал.).
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Очевидно, що проекцiєю
вказаної частини параболи
y = 64 − x2 на вiсь Oy є
вiдрiзок [0;64] .

Отже, E( f ) = [0;64] .

В i д п о в i д ь: E( f ) = [0;64] .
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П р и к л а д 2. Знайти область значень функцiї

f (x) = 3log3(64−x2) .

Р о з в’ я з а н н я. Вiдзначимо, що 3log3(64−x2) 6= 64− x2 ,
оскiльки обидвi частини цiєї нерiвностi мають рiзнi
областi визначення !

Тому знайдемо спочатку область визначення функцiї
D( f ) , розв’язуючи нерiвнiсть 64− x2 > 0 :

-
−8 x8

y = 64− x2

u ue e

Отже, D( f ) = (−8;8) i лише
на цiй областi визначення D( f )
виконується рiвнiсть

3log3(64−x2) = 64− x2.

Це означає, що графiком функцiї y = f (x) є видiлена на
мал. частина параболи y = 64− x2 .
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Отже, графiк функцiї y = f (x) = 3log3(64−x2) – це частина
параболи y = 64− x2 , розмiщена над iнтервалом (−8;8)
осi Ox (див. мал.). На вiдмiну вiд графiка функцiї,
розглянутої в попередньому прикладi, тут графiк
функцiї y = f (x) не мiстить точок перетину параболи
y = 64− x2 з вiссю Ox .
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y
64

y = 3log3(64−x2)

u ue e
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Тому його проекцiєю
на вiсь Oy є промiжок
(0;64] .

Отже, E( f ) = (0;64] .

В i д п о в i д ь: E( f ) = (0;64] .
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Область значень функцiї (продовження)

Вiдзначимо, що

областю значень функцiї f (x) , заданої i неперервної
на вiдрiзку [a,b] , є вiдрiзок

E( f ) =
[

min
x∈[a,b]

f (x) , max
x∈[a,b]

f (x)
]

(див. мал.).

-
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xO

y

qq

q

q

q

q

a b

y = f (x)M

m

min
x∈[a,b]

f (x) = m

max
x∈[a,b]

f (x) = M

E( f ) = [m,M]
t

t

Отже, в цьому випадку знаходження областi значень
E( f ) зводиться до знаходження найбiльшого та
найменшого значень функцiї f (x) на вiдрiзку [a,b] .
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Аналогiчно,

якщо функцiя f (x) неперервна на всiй числовiй
прямiй i iснують абсолютнi максимум i мiнiмум цiєї

функцiї, то E( f ) =
[

min
x∈R

f (x) , max
x∈R

f (x)
]

.

Так, областю значень функцiї y = f (x) = 2sin x є
вiдрiзок E( f ) = [−2;2] , оскiльки

min
x∈R

f (x) = min
x∈R

(2sin x) =−2 ,

max
x∈R

f (x) = max
x∈R

(2sin x) = 2 .
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П р и к л а д 3. Знайти область значень функцiї
f (x) = 5sin

(

3x− π
6

)

−2 .

Р о з в’ я з а н н я. Найбiльше значення функцiя f (x)
досягає тодi, коли sin

(

3x− π
6

)

приймає своє найбiльше
значення 1 , а найменше значення f (x) досягає в тому
випадку, коли sin

(

3x− π
6

)

приймає своє найменше
значення −1 .

Отже,

max
x∈R

f (x) = 5 ·1−2 = 3 ,

min
x∈R

f (x) = 5(−1)−2 =−7 .
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√
a2 +b2 sin(t +α) ,

де α – деякий допомiжний кут (див. Урок 21), подамо
функцiю f (x) у виглядi f (x) = 5sin(3x+α)−2 .
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же мiркувань, як i в попередньому прикладi. Дiйсно,
своє найбiльше чи найменше значення функцiя f (x)
досягає в тому випадку, коли sin (3x+α) приймає
вiдповiдно своє найбiльше чи найменше значення, тобто

max
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x∈R

f (x) = 5(−1)−2 =−7 .

Отже, E( f ) = [−7;3].

В i д п о в i д ь: E( f ) = [−7;3] .

ЗФМШ, Kиїв Область значень функцiї



Область значень функцiї Приклади Приклади Приклади iз ЗНО

Приклади

П р и к л а д 4. Знайти область значень функцiї
f (x) = 3sin3x−4cos3x−2 .

Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи формулу
asin t +bcos t =

√
a2 +b2 sin(t +α) ,

де α – деякий допомiжний кут (див. Урок 21), подамо
функцiю f (x) у виглядi f (x) = 5sin(3x+α)−2 .

Тепер область значень E( f ) знаходимо шляхом таких
же мiркувань, як i в попередньому прикладi. Дiйсно,
своє найбiльше чи найменше значення функцiя f (x)
досягає в тому випадку, коли sin (3x+α) приймає
вiдповiдно своє найбiльше чи найменше значення, тобто

max
x∈R

f (x) = 5 ·1−2 = 3 , min
x∈R

f (x) = 5(−1)−2 =−7 .

Отже, E( f ) = [−7;3].

В i д п о в i д ь: E( f ) = [−7;3] .

ЗФМШ, Kиїв Область значень функцiї



Область значень функцiї Приклади Приклади Приклади iз ЗНО

Приклади

П р и к л а д 4. Знайти область значень функцiї
f (x) = 3sin3x−4cos3x−2 .

Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи формулу
asin t +bcos t =

√
a2 +b2 sin(t +α) ,

де α – деякий допомiжний кут (див. Урок 21), подамо
функцiю f (x) у виглядi f (x) = 5sin(3x+α)−2 .

Тепер область значень E( f ) знаходимо шляхом таких
же мiркувань, як i в попередньому прикладi. Дiйсно,
своє найбiльше чи найменше значення функцiя f (x)
досягає в тому випадку, коли sin (3x+α) приймає
вiдповiдно своє найбiльше чи найменше значення, тобто

max
x∈R

f (x) = 5 ·1−2 = 3 , min
x∈R

f (x) = 5(−1)−2 =−7 .

Отже, E( f ) = [−7;3].

В i д п о в i д ь: E( f ) = [−7;3] .

ЗФМШ, Kиїв Область значень функцiї



Область значень функцiї Приклади Приклади Приклади iз ЗНО

Приклади

П р и к л а д 4. Знайти область значень функцiї
f (x) = 3sin3x−4cos3x−2 .

Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи формулу
asin t +bcos t =

√
a2 +b2 sin(t +α) ,

де α – деякий допомiжний кут (див. Урок 21), подамо
функцiю f (x) у виглядi f (x) = 5sin(3x+α)−2 .

Тепер область значень E( f ) знаходимо шляхом таких
же мiркувань, як i в попередньому прикладi. Дiйсно,
своє найбiльше чи найменше значення функцiя f (x)
досягає в тому випадку, коли sin (3x+α) приймає
вiдповiдно своє найбiльше чи найменше значення, тобто

max
x∈R

f (x) = 5 ·1−2 = 3 , min
x∈R

f (x) = 5(−1)−2 =−7 .

Отже, E( f ) = [−7;3].

В i д п о в i д ь: E( f ) = [−7;3] .

ЗФМШ, Kиїв Область значень функцiї



Область значень функцiї Приклади Приклади Приклади iз ЗНО

Приклади

П р и к л а д 5. Знайти область значень функцiї
f (x) = sin2 x− sin x−1 .

Р о з в’ я з а н н я. Зробимо замiну змiнних: t = sin x .
Тодi f (x) = sin2 x− sinx−1 = t2 − t −1 = ϕ(t) , при цьому,
якщо x "пробiгає" область визначення функцiї f (x) , то
t "пробiгає" область значень функцiї t = sinx , тобто
вiдрiзок [−1;1] .
Крiм того, у вiдповiдних точках x i t функцiї f (x) i
ϕ(t) приймають рiвнi значення, оскiльки в цих точках
виконується рiвнiсть f (x) = ϕ(t) .

Це означає, що область значень функцiї f (x) , заданої
на R , збiгається з областю значень функцiї ϕ(t) ,
заданої на [−1;1], при цьому

max
x∈R

f (x) = max
t∈[−1;1]

ϕ(t) , min
x∈R

f (x) = min
t∈[−1;1]

ϕ(t) .
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Знайдемо найбiльше та найменше значення функцiї
ϕ(t) = t2 − t −1 на вiдрiзку [−1;1].

-tr

tmin = tверш =− b
2

y = t2 +bt + c Оскiльки t = 1
2 — абсциса вершини

параболи (див. Урок 29) y = t2 − t − 1,
вiтки якої направленi вгору, то
функцiя ϕ(t) має мiнiмум в точцi
t = 1

2 , яка до того ж належить
вiдрiзку [−1;1]. При цьому

ϕ
( 1

2

)

= 1
4 − 1

2 −1 =− 5
4 = min

t∈[−1;1]
ϕ(t).

Iнших критичних точок функцiя ϕ(t) не має. Тодi

max
t∈[−1;1]

ϕ(t) = max{ϕ(−1),ϕ(1)} , де ϕ(−1) = 1, ϕ(1) =−1 ,

i тому max
t∈[−1;1]

ϕ(t) = 1 . Значить, E( f ) =
[

− 5
4 ,1

]

.

В i д п о в i д ь: E( f ) =
[

− 5
4 ,1

]

.
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Приклади iз ЗНО

П р и к л а д 6 (Пробне тестування ЗНО, 2011 р.).
Знайдiть найбiльше значення функцiї y =−x2 +3x−4 .
Якщо функцiя не має найбiльшого значення, то у
вiдповiдь запишiть число 100 .

Р о з в’ я з а н н я.

-
x

r

xmax = xверш = b
2

y =−x2 +bx+ c Оскiльки x = 3
2 — абсциса вершини

параболи (див. мал.) y = −x2 + 3x− 4,
вiтки якої направленi вниз, то функцiя
має максимум в точцi x = 3

2 .
При цьому

max y =−
(3

2

)2
+3 · 3

2 −4 =− 9
4 +

9
2 −4 =

= −9+18−16
4 =− 7

4 =−1,75 .

В i д п о в i д ь: −1,75 .
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2 .
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нерiвностей −1 ≤ cos x ≤ 1 є нерiвностi
−2 ≤−2cos x ≤ 2 i −1 ≤ 1−2cos x ≤ 3 .
Тому, якщо x "пробiгає" множину дiйсних чисел, то
t "пробiгає" вiдрiзок [−1;3] . При цьому
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П р и к л а д 8 (Пробне тестування ЗНО, 2013 р.). При
якому значеннi x функцiя y = 4−|20x+7| набуває
найбiльшого значення ?

Р о з в’ я з а н н я. Оскiльки |20x+7| ≥ 0 , то
4−|20x+7| ≤ 4 . При цьому функцiя y = 4−|20x+7|
приймає найбiльше значення 4 , якщо
|20x+7|= 0 ⇐⇒ x =− 7

20 =−0,35 .

В i д п о в i д ь: −0,35 .

П р и к л а д 9 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2016 р.).
Побудуйте графiк функцiї y = x2−x−2

|x+1| . Користуючись
графiком, визначте область значень цiєї функцiї.

Р о з в’ я з а н н я. Область визначення заданої функцiї
D(y) : x 6=−1 .
Розкриваючи модуль на областi визначення D(y) ,
розглянемо два випадки: x >−1 i x <−1 .
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При цьому вираз функцiї y спрощується:

y = x2−x−2
|x+1| =





x2−x−2
x+1 , якщо x >−1 ,

x2−x−2
−(x+1) , якщо x <−1 .

Для подальшого спрощення виразу функцiї y
разкладемо на множники квадратний тричлен:
x2 − x−2 = (x+1)(x−2) . Тодi матимемо

y =





(x+1)(x−2)
x+1 , якщо x >−1 ,

(x+1)(x−2)
−(x+1) , якщо x <−1 ,

=

=

[

x−2 , якщо x >−1 ,
2− x , якщо x <−1 .

Тепер пiсля спрощення виразу функцiї y побудуємо її
графiк, який складається з "частинок" двох прямих:
y = x−2 (при x >−1 ) i y = 2− x (при x <−1 ).
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c Отже, графiк функцiї y
складається з "частинок"
двох прямих:
y = x−2 (при x >−1 ) i
y = 2− x (при x <−1 ).
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y

x
q
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−3s

s

c

c

sc

Проектуючи графiк функцiї
y на вiсь Oy , знаходимо
область значень цiєї
функцiї: E(y) = (−3;∞) .

В i д п о в i д ь: E(y) = (−3;∞) .
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П р и к л а д 10 (Пробне тестування ЗНО, 2017 р.).
Задана функцiя y = 2−x

x2+x−6 .

1. Розв’яжiть рiвняння x2 + x−6 = 0 .
2. Спростiть вираз 2−x

x2+x−6 .

3. Побудуйте графiк функцiї y = 2−x
x2+x−6 .

4. Користуючись графiком, визначте область значень
цiєї функцiї.

Р о з в’ я з а н н я. Для розв’язання рiвняння x2 + x−6 = 0
скористаємося теоремою Вiєта, згiдно з якою коренi
x1, x2 заданого квадратного рiвняння задовольняють
рiвностi
x1 + x2 =−1 i x1 · x2 =−6 .
Згiдно з теоремою, оберненою до теореми Вiєта, числа
x1 =−3 i x2 = 2, якi задовольняють вказанi рiвностi, є
коренями заданого квадратного рiвняння.
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Задана функцiя y = 2−x

x2+x−6 .

1. Розв’яжiть рiвняння x2 + x−6 = 0 .
2. Спростiть вираз 2−x

x2+x−6 .

3. Побудуйте графiк функцiї y = 2−x
x2+x−6 .

4. Користуючись графiком, визначте область значень
цiєї функцiї.

Р о з в’ я з а н н я. Для розв’язання рiвняння x2 + x−6 = 0
скористаємося теоремою Вiєта, згiдно з якою коренi
x1, x2 заданого квадратного рiвняння задовольняють
рiвностi
x1 + x2 =−1 i x1 · x2 =−6 .
Згiдно з теоремою, оберненою до теореми Вiєта, числа
x1 =−3 i x2 = 2, якi задовольняють вказанi рiвностi, є
коренями заданого квадратного рiвняння.
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Задана функцiя y = 2−x
x2+x−6 визначена, якщо знаменник

не обертається в нуль, тобто при x 6=−3 i x 6= 2 . Отже,
область визначення заданої функцiї

D(y) = (∞;−3)∪ (−3;2)∪ (2;∞) .

Маємо також розклад квадратного тричлена на
множники: x2 + x−6 = (x+3)(x−2) , використовуючи
який, при x ∈ D(y) спрощуємо вираз

2−x
x2+x−6 = −(x−2)

(x+3)(x−2) =− 1
x+3 .

Отже,

y = 2−x
x2+x−6 =− 1

x+3 при x ∈ D(y) = (∞;−3)∪ (−3;2)∪ (2;∞) .

Тому графiком функцiї y є гiпербола y =− 1
x+3 , у якої є

"дiрка" при x = 2 в точцi (2;y0) , де
y0 =− 1

2+3 =− 1
5 =−0,2 , тобто в точцi (2;−0,2) .
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Задана функцiя y = 2−x
x2+x−6 визначена, якщо знаменник

не обертається в нуль, тобто при x 6=−3 i x 6= 2 . Отже,
область визначення заданої функцiї

D(y) = (∞;−3)∪ (−3;2)∪ (2;∞) .

Маємо також розклад квадратного тричлена на
множники: x2 + x−6 = (x+3)(x−2) , використовуючи
який, при x ∈ D(y) спрощуємо вираз

2−x
x2+x−6 = −(x−2)

(x+3)(x−2) =− 1
x+3 .

Отже,

y = 2−x
x2+x−6 =− 1

x+3 при x ∈ D(y) = (∞;−3)∪ (−3;2)∪ (2;∞) .

Тому графiком функцiї y є гiпербола y =− 1
x+3 , у якої є

"дiрка" при x = 2 в точцi (2;y0) , де
y0 =− 1

2+3 =− 1
5 =−0,2 , тобто в точцi (2;−0,2) .
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Отже, графiком

функцiї y = 2−x
x2+x−6 є

гiпербола y =− 1
x+3 ,

у якої є "дiрка"

в точцi (2;−0,2) .
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Проектуючи графiк
функцiї y на вiсь Oy ,
знаходимо область зна-
чень цiєї функцiї:

E(y) = (−∞;−0,2)∪
∪(−0,2;0)∪ (0;∞) .

В i д п о в i д ь: −3 i 2 – коренi квадратного рiвняння;
2−x

x2+x−6 =− 1
x+3 при x ∈ (∞;−3)∪ (−3;2)∪ (2;∞) ;

E(y) = (−∞;−0,2)∪ (−0,2;0)∪ (0;∞) .
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y = 2−x
x2+x−6
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Проектуючи графiк
функцiї y на вiсь Oy ,
знаходимо область зна-
чень цiєї функцiї:

E(y) = (−∞;−0,2)∪
∪(−0,2;0)∪ (0;∞) .

В i д п о в i д ь: −3 i 2 – коренi квадратного рiвняння;
2−x

x2+x−6 =− 1
x+3 при x ∈ (∞;−3)∪ (−3;2)∪ (2;∞) ;

E(y) = (−∞;−0,2)∪ (−0,2;0)∪ (0;∞) .
ЗФМШ, Kиїв Область значень функцiї


	Область значень функції
	Область значень

	Приклади
	Приклади
	Приклади із ЗНО


