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Найбiльше та найменше значення (абсолютнi

екстремуми) функцiї

Типовим i в той же час найбiльш простим прикладом
задачi про знаходження абсолютних екстремумiв
функцiї є задача про знаходження найбiльшого та
найменшого значень неперервної функцiї, заданої на
деякому вiдрiзку.
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y = f (x)
Нагадаємо, що графiк
неперервної на вiдрiзку
[a,b] функцiї не має
розривiв на цьому
вiдрiзку.

Основнi елементарнi функцiї, що вивчаються в
шкiльному курсi математики, є неперервними в тих
точках, в яких вони визначенi.
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Якщо функцiя f (x) непе-
рервна на вiдрiзку [a,b] , то
iснують точки

x1,x2 ∈ [a,b] такi, що

f (x1)≤ f (x)≤ f (x2)

для всiх x ∈ [a,b] .

Очевидно, що в цьому випадку найменше значення
функцiї f (x1) є абсолютним мiнiмумом цiєї
функцiї на вiдрiзку [a,b] ,
а найбiльше значення функцiї f (x2) – її
абсолютним максимумом на цьому вiдрiзку.

При цьому використовують позначення
f (x1) = min

x∈[a,b]
f (x), f (x2) = max

x∈[a,b]
f (x) .
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Пiдкреслимо, що

неперервна на вiдрiзку [a,b] функцiя f (x) приймає
свої найменше та найбiльше значення або в
критичних точках, або на кiнцях вiдрiзка [a,b]
(див. мал., що iлюструє цю властивiсть неперервної
функцiї).
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Звiдси випливає наступний алгоритм знаходження
найбiльшого та найменшого значення функцiї,
неперервної на вiдрiзку [a,b] :

спочатку знаходимо критичнi точки функцiї, що
належать вiдрiзку [a,b] ;

потiм обчислюємо значення функцiї в цих
критичних точках та на кiнцях a i b вiдрiзка;

нарештi, вибираємо серед обчислених значень
функцiї найбiльше та найменше значення.
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Абсолютнi екстремуми Приклади Приклади Дов. нерiвностей Приклади iз ЗНО

Приклади

П р и к л а д 1. Знайти найбiльше та найменше значення
функцiї f (x) = x2 −|6x−6| на вiдрiзку [0;4] .

Р о з в’ я з а н н я. Розкриваючи модуль у виразi, яким
задана функцiя f (x) , подамо цю функцiю у виглядi

f (x) = x2 −|6x−6|=
[

x2 −6x+6 , якщо x ≥ 1 ,
x2 +6x−6 , якщо x < 1 ,

-
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6

y(0) = |6 ·0−6|= 6
y = 0 ⇒ x = 1

При знаходженнi похiдної
f ′(x) слiд особливо видiлити
точку x = 1, в якiй
пiдмодульний вираз 6x − 6
обертається в нуль, а
графiк функцiї y = |6x−6| у
вiдповiднiй точцi має злам
(див. мал.).
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Приклади
Аналогiчний злам при x = 1 у вiдповiднiй точцi є також
характерною особливiстю графiка функцiї f (x) = x2 − |6x− 6| .
Це означає, що у зазначенiй точцi графiк функцiї y = f (x) не
має дотичної, i тому похiдна f ′(x) не визначена (!) при x = 1
(див. Урок 29).

Отже, маємо

f ′(x) =





2x−6 , якщо x > 1 ,
не визначена при x = 1 ,
2x+6 , якщо x < 1 ,

i тому x = 1 — критична точка функцiї f (x) , яка до того ж
належить вiдрiзку [0;4] .
Знаходимо iншi критичнi точки:

f ′(x) = 0 ⇐⇒









{

2x−6 = 0 ,
x > 1 ,

{

2x+6 = 0 ,
x < 1 ,

⇐⇒
[

x = 3 ,
x =−3 ,

з яких вiдрiзку [0;4] належить точка x = 3 .
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Тепер знаходимо значення функцiї f (x) = x2 −|6x−6| в
критичних точках функцiї, що належать вiдрiзку [0;4] ,
та на кiнцях цього вiдрiзка:

f (1) = 1 ,
f (3) =32 −|6 ·3−6|=−3 ,
f (0) =0−|−6|=−6 ,
f (4) =42 −|6 ·4−6|=−2 .

Отже,

max
x∈[0;4]

f (x) = max{1;−3;−6;−2}= 1 ,

min
x∈[0;4]

f (x) = min{1;−3;−6;−2)}=−6 .

В i д п о в i д ь: max
x∈[0;4]

f (x) = 1 , min
x∈[0;4]

f (x) =−6 .
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П р и к л а д 2. Знайти найбiльше та найменше значення
функцiї f (x) = 3sin 2x− sin 6x на вiдрiзку [0;π/2] .

Р о з в’ я з а н н я. Знаходимо критичнi точки функцiї f (x):

f ′(x) = 6cos2x−6cos6x ;

f ′(x) = 0 ⇐⇒ cos2x− cos6x = 0 ⇐⇒ 2sin 4x · sin 2x = 0 ⇐⇒

⇐⇒
[

sin 4x = 0 ,
sin 2x = 0 ,

⇐⇒
[

x = πn
4 , n ∈ Z ,

x = πk
2 , k ∈ Z .

Промiжку [0,π/2] належать три критичнi точки функцiї
f (x), а саме: x = 0 (при n = k = 0), x = π

4 (при n = 1) i
x = π

2 (при n = 2 i k = 1).

-
x

r r

0 π
2

n = 0
k = 0

n = 1

r

π
4

n = 2
k = 1
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Тепер знаходимо значення функцiї f (x) = 3sin 2x− sin 6x
в критичних точках функцiї, що належать вiдрiзку
[0;π/2] , та на кiнцях цього вiдрiзка:

f (0) = 0 ,

f
(π

4

)

=3sin
(

2 · π
4

)

− sin
(

6 · π
4

)

= 3sin π
2 − sin 3π

2 = 3 ·1− (−1) = 4 ,

f
(π

2

)

=3sin π − sin 3π = 0 .

Отже,

max
x∈[0; π/2]

f (x) = max{0; 4}= 4 ,

min
x∈[0; π/2]

f (x) = min{0; 4}= 0 .

В i д п о в i д ь: max
x∈[0; π/2]

f (x) = 4 , min
x∈[0; π/2]

f (x) = 0 .
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Абсолютнi екстремуми Приклади Приклади Дов. нерiвностей Приклади iз ЗНО

Застосування похiдної до доведення нерiвностей
Iдея застосування похiдної до доведення багатьох нерiвностей
базується на наступних твердженнях.

Неперервна на вiдрiзку [a,b] функцiя f (x) задовольняє нерiвнiсть
f (x)> A (чи f (x)≥ A) при всiх x ∈ [a,b] тодi i тiльки тодi, коли
min

x∈[a,b]
f (x)> A (вiдповiдно, min

x∈[a,b]
f (x)≥ A).

Неперервна на вiдрiзку [a,b] функцiя f (x) задовольняє нерiвнiсть
f (x)< B (чи f (x)≤ B) при всiх x ∈ [a,b] тодi i тiльки тодi, коли
max

x∈[a,b]
f (x)< B (вiдповiдно, max

x∈[a,b]
f (x)≤ B).

Пр икл а д 3. Довести, що 0 ≤ 3sin 2x− sin 6x ≤ 4 для всiх
x ∈ [0;π/2] .

Д о в е д е н н я. Розглянемо функцiю f (x) = 3sin 2x− sin 6x i
знайдемо її найбiльше та найменше значення на вiдрiзку [0;π/2]
(див. попереднiй приклад):

max
x∈[0; π/2]

f (x) = 4 , min
x∈[0; π/2]

f (x) = 0 .

Отже, 0 ≤ f (x)≤ 4 для всiх x ∈ [0;π/2] .

Доведення завершено.
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Приклади iз ЗНО

П р и к л а д 4 (Пробне тестування ЗНО, 2012 р.).
Знайдiть найбiльше значення функцiї f (x) = 12x− x3 на
вiдрiзку [0;3] .
Р о з в’ я з а н н я. Очевидно, що функцiя f (x) та її
похiдна f ′(x) = 12−3x2 визначенi всюди на R .

Знаходимо критичнi точки цiєї функцiї:
f ′(x) = 0 ⇐⇒ 12−3x2 = 0 ⇐⇒ x2 = 4 ⇐⇒ x =±2 ,
з яких вiдрiзку [0;3] належить тiльки точка x = 2 .

Тепер знаходимо значення функцiї f (x) в критичнiй
точцi x = 2 та на кiнцях вiдрiзка [0;3]:

f (2) = 12 ·2−23 = 24−8 = 16 ,
f (0) = 0 ,
f (3) = 12 ·3−33 = 36−27 = 9 .

Отже, max
x∈[0;3]

f (x) = max{16;0;9}= 16 .

В i д п о в i д ь: 16 .
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Приклади iз ЗНО
П р и к л а д 5 (Пробне тестування ЗНО, 2015 р.). При
якому значеннi параметра c найменше значення функцiї
f (x) = x4 −8x2 + c на вiдрiзку [−1;3] дорiвнює 30 .
Р о з в’ я з а н н я. Очевидно, що функцiя f (x) та її
похiдна f ′(x) = 4x3 −16x визначенi всюди на R .

Знаходимо критичнi точки цiєї функцiї:

f ′(x) = 0 ⇐⇒ 4x3 −16x = 0 ⇐⇒ 4x(x2 −4) = 0 ⇐⇒

⇐⇒
[

x = 0 ,
x2 −4 = 0 ,

⇐⇒
[

x = 0 ,
x =±2 ,

з яких вiдрiзку [−1;3] належать точки x = 0 i x = 2 .

Тепер знаходимо значення функцiї f (x) в критичних
точках x = 0 , x = 2 та на кiнцях вiдрiзка [−1;3]:

f (0) = c ,
f (2) = 24 −8 ·22 + c = 16−32+ c = c−16 ,
f (−1) = (−1)4 −8 · (−1)2 + c = 1−8+ c = c−7 ,
f (3) = 34 −8 ·32 + c = 81−72+ c = c+9 .
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f (x) = x4 −8x2 + c на вiдрiзку [−1;3] дорiвнює 30 .
Р о з в’ я з а н н я. Очевидно, що функцiя f (x) та її
похiдна f ′(x) = 4x3 −16x визначенi всюди на R .

Знаходимо критичнi точки цiєї функцiї:

f ′(x) = 0 ⇐⇒ 4x3 −16x = 0 ⇐⇒ 4x(x2 −4) = 0 ⇐⇒

⇐⇒
[

x = 0 ,
x2 −4 = 0 ,

⇐⇒
[

x = 0 ,
x =±2 ,

з яких вiдрiзку [−1;3] належать точки x = 0 i x = 2 .

Тепер знаходимо значення функцiї f (x) в критичних
точках x = 0 , x = 2 та на кiнцях вiдрiзка [−1;3]:

f (0) = c ,
f (2) = 24 −8 ·22 + c = 16−32+ c = c−16 ,
f (−1) = (−1)4 −8 · (−1)2 + c = 1−8+ c = c−7 ,
f (3) = 34 −8 ·32 + c = 81−72+ c = c+9 .
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Отже,

min
x∈[−1;3]

f (x) = min{c; c−16; c−7; c+9}= c−16 .

Нарештi, знаходимо значення параметра c , при якому
min

x∈[−1;3]
f (x) = 30 ⇐⇒ c−16 = 30 ⇐⇒ c = 46 .

В i д п о в i д ь: 46 .

П р и к л а д 6 (Пробне тестування ЗНО„ 2016 р.).
Знайдiть найбiльше та найменше значення функцiї
f (x) = x+ sin 2x на вiдрiзку [0;π/2] .

Р о з в’ я з а н н я. Очевидно, що функцiя f (x) та її
похiдна f ′(x) = 1+2cos 2x визначенi всюди на R .

Знаходимо критичнi точки цiєї функцiї:
f ′(x) = 0 ⇐⇒ 1+2cos2x = 0 ⇐⇒ cos 2x =− 1

2 ⇐⇒
⇐⇒ 2x =± 2π

3 +2πk , k ∈ Z , ⇐⇒
ЗФМШ, Kиїв Найбiльше та найменше значення функцiї
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⇐⇒
[

2x = 2π
3 +2πn , n ∈ Z ,

2x =− 2π
3 +2πm , m ∈ Z .

⇐⇒
[

x = π
3 +πn , n ∈ Z ,

x =−π
3 +πm , m ∈ Z .

Промiжку [0,π/2] належить єдина критична точка
функцiї f (x) – точка x = π

3 (при n = 0):

-q q

x0 π
2

n = 0

r

π
3

n =−1

q

− 2π
3

n = 1

q

4π
3

m = 0
q

−π
3

m = 1
q

2π
3

Тепер знаходимо значення функцiї f (x) = x+ sin 2x
в критичнiй точцi x = π

3 , що належить вiдрiзку [0;π/2] ,
та на кiнцях цього вiдрiзка:

f (0) = 0+ sin 0 = 0 ,

f
(π

3

)

= π
3 + sin 2π

3 = π
3 +

√
3

2 ,

f
(π

2

)

= π
2 + sin π = π

2 .
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