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Узагальнений метод iнтервалiв

Iдея узагальненого методу iнтервалiв полягає в тому, що
числова пряма розбивається на частини, на яких
розв’язання рiвняння (чи нерiвностi) має свої
характернi вiдмiнностi, i потiм розв’язання проводиться
окремо на кожнiй з цих частин. Нарештi, для того щоб
одержати множину розв’язкiв, треба об’єднати всi
частини цiєї множини, знайденi в процесi розв’язання.
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Рацiональнi нерiвностi

При розв’язаннi рацiональних нерiвностей вигляду
f (x)> 0, f (x)< 0, f (x)≥ 0, f (x)≤ 0 методом iнтервалiв
використовується геометричний образ функцiї y = f (x),
який будемо називати кривою знакiв цiєї функцiї.
Цей геометричний образ функцiї y = f (x) складається,
перш за все, з кривої, яка розмiщена вище осi Ox, якщо
f (x)> 0, i нижче осi Ox, якщо f (x)< 0, а також мiстить
наступну важливу iнформацiю про функцiю:

вказує промiжки, на яких f (x)> 0, i промiжки, на
яких f (x)< 0;

вказує точки, в яких f (x) = 0;

вказує точки, в яких функцiя f (x) не визначена.
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Рацiональнi нерiвностi

Розглянемо криву знакiв функцiї y = x−4 , для побудови
якої достатньо скористатися тим, що y = x−4 — це
пряма "з нахилом вправо":

-?

4 x
+

= 0
y = x−4

s

знак "+" показує, що при x ∈ (4,∞) функцiя
y = x−4 приймає додатнi значення;

знак "−" означає, що при x ∈ (−∞,4) функцiя
y = x−4 приймає вiд’ємнi значення;

стрiлка з надписом "= 0" над точкою x = 4 вказує
на те, що y(4) = 0 .
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Рацiональнi нерiвностi

Для побудови кривої знакiв функцiї y = (x−4)2

достатньо скористатися тим, що y = (x−4)2 — це
парабола з вiтками, направленими вгору, яка
дотикається до осi Ox в точцi x = 4 , оскiльки
(x−4)2 = 0 ⇐⇒ x = 4 :

-?

4 x
+ +

= 0
y = (x−4)2

s
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Рацiональнi нерiвностi

Схожий вигляд має крива знакiв функцiї

y = (x−4)2n , n ∈ N
(наприклад, y = (x−4)4, y = (x−4)6 , . . . ) :

-?

4 x
+ +

= 0
y = (x−4)2n

s
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Рацiональнi нерiвностi

Крива знакiв функцiї y = (x−4)2n+1 , n ∈ N ,

(наприклад, y = (x−4)3, y = (x−4)5 , . . . )

своїм виглядом нагадує кубiчну параболу:

-?

4 x
+

= 0
y = (x−4)2n+1

s
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Рацiональнi нерiвностi

Порiвняємо кривi знакiв функцiй y = 1
x i y = 1

x2 :

-
?

0 x
+

н.в.
y = 1

x

fu -
?

0 x
+ +

н.в.

y = 1
x2

fu

стрiлка з надписом "н.в." означає, що в точцi x = 0
функцiї y = 1

x i y = 1
x2 не визначенi;

функцiя y = 1
x при додатнiх x приймає додатнi

значення, а при вiд’ємних x – вiд’ємнi значення;

функцiя y = 1
x2 вiд’ємних значень не приймає.
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Рацiональнi нерiвностi

Зазначимо, що криву знакiв функцiї y = f (x) , як
правило, побудувати легше, нiж графiк цiєї функцiї.
Цей факт використовується, зокрема, при розв’язаннi
рацiональних нерiвностей.

П р и к л а д 1 . Розв’язати нерiвнiсть
x2 −4x+4

(x+1)(x−4)
≥ 0 .

Р о з в’ я з а н н я.
x2 −4x+4

(x+1)(x−4)
≥ 0 ⇐⇒

(x−2)2

(x+1)(x−4)
≥ 0 .

Зобразимо допомiжнi кривi знакiв функцiй

-?

2 x
+ +

= 0
y1 = (x−2)2

s -?

−1 x
+

= 0
y2 = x+1

s -?

4 x
+

= 0
y3 = x−4

s
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+ +
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s -?
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4 x
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y3 = x−4

s
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s -?

−1 x
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= 0
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s -?

4 x
+

= 0
y3 = x−4

s

Використаємо iнформацiю, яку мiстять кривi знакiв цих
функцiй, для побудови кривої знакiв функцiї

y =
(x−2)2

(x+1)(x−4)
.

З цiєю метою роздiлимо числову пряму точками
x =−1 , x = 2 , x = 4 на 7 (сiм!) частин: самi цi точки
(над ними намалюємо стрiлочки) i чотири iнтервали
мiж вказаними точками:

-
? ? ?

−1 2 4 x
q q q
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−1 x
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= 0
y2 = x+1

s -?

4 x
+

= 0
y3 = x−4

s

Оскiльки при x = 4 функцiя y3 = x−4 перетворюється

в нуль, то знаменник дробу y =
(x−2)2

(x+1)(x−4)
також

перетворюється в нуль i тому функцiя y тут
не визначена:

-
? ? ?

−1 2 4 x
q q qf

н.в.
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При x = 2 чисельник дробу y =
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(x+1)(x−4)
дорiвнює
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оскiльки y2(2) 6= 0 i y3(2) 6= 0 ; отже, y(2) = 0 :

-
? ? ?

−1 2 4 x
q q qf

н.в.= 0

При x =−1 маємо y2(−1) = 0, отже, знаменник дробу y
перетворюється в нуль i функцiя y не визначена.

н.в.

f
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Рацiональнi нерiвностi

Для побудови кривої знакiв функцiї y =
(x−2)2

(x+1)(x−4)
вiдобразимо знаки функцiй

y1 = (x−2)2 , y2 = x+1 , y3 = x−4
на чотирьох iнтервалах в наступнiй табличцi:

-
? ? ?

−1 2 4 x
q fu

н.в.= 0н.в.

fu

(x−2)2

x+1
x−4
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Рацiональнi нерiвностi

Функцiя y1 = (x−2)2 приймає додатнi значення на
промiжках (−∞,2) i (2,∞) :

-?

2 x
+ +

= 0
y1 = (x−2)2

s

отже, i на кожному з iнтервалiв
(−∞,−1) , (−1;2) , (2;4) , (4,∞) :

-
? ? ?

−1 2 4 x
q fu

н.в.= 0н.в.

fu

(x−2)2

x+1
x−4

+ + + +
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Функцiя y2 = x+1 приймає вiд’ємнi значення на
(−∞,−1) i додатнi значення на (−1,∞) :

-?

−1 x
+

= 0
y2 = x+1

s

тобто на кожному з iнтервалiв (−1;2) , (2;4) , (4,∞) :

-
? ? ?

−1 2 4 x
q fu

н.в.= 0н.в.

fu

(x−2)2

x+1
x−4

+ + + +

− + + +
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Функцiя y3 = x−4 приймає вiд’ємнi значення на (−∞,4)
i додатнi значення на (4,∞) :

-?

4 x
+

= 0
y3 = x−4

s

Отже, її значення вiд’ємнi на кожному з iнтервалiв
(−∞,−1) , (−1;2) , (2;4) :

-
? ? ?

−1 2 4 x
q fu

н.в.= 0н.в.

fu

(x−2)2

x+1
x−4

+ + + +

− + + +

− − − +
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s
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Рацiональнi нерiвностi

На промiжку (4,∞) значення функцiй y1 = (x−2)2 ,
y2 = x+1 , y3 = x−4 додатнi, отже, функцiя y = y1

y2y3
приймає додатнi значення.
На iнтервалах (2;4) i (−1;2) маємо y1 > 0 , y2 > 0 , а
y3 < 0 , i в умовному записi одержуємо y = y1

y2y3
= +

+− =− .

На промiжку (−∞,−1) виконуються нерiвностi y1 > 0 ,
y2 < 0 , y3 < 0 , тому y = y1

y2y3
= +

−− =+ :

-
? ? ?

−1 2 4 x

y = (x−2)2

(x+1)(x−4)

q f

н.в.= 0н.в.

f

(x−2)2

x+1
x−4

+ + + +

− + + +

− − − +

++
uu
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Побудову кривої знакiв функцiї y завершено:

-
? ? ?

−1 2 4 x

y = (x−2)2

(x+1)(x−4)

q f

н.в.= 0н.в.

f

(x−2)2

x+1
x−4

+ + + +

− + + +

− − − +

++
uu

Тепер знаходимо множину розв’язкiв нерiвностi:

(x−2)2

(x+1)(x−4)
≥ 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−1)∪{2}∪ (4,∞) ,

яка складається з двох iнтервалiв, де функцiя приймає
додатнi значення, i точки x = 2 (!), в якiй функцiя
перетворюється в нуль.

v

В i д п о в i д ь: x ∈ (−∞,−1)∪{2}∪ (4,∞) .
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Рацiональнi нерiвностi

Дробово-рацiональнi нерiвностi пiсля перетворення
вiдповiдного виразу в один дрiб розв’язуються
методом iнтервалiв.

П р и к л а д 2. Розв’язати нерiвнiсть
9

x+1
−

4
x−4

−5 ≤ 0 .

Р о з в’ я з а н н я. Зводячи дроби в лiвiй частинi
нерiвностi до спiльного знаменника, одержуємо

9(x−4)−4(x+1)−5(x−4)(x+1)
(x+1)(x−4)

≤ 0 ⇐⇒

⇐⇒
9x−36−4x−4−5(x2 + x−4x−4)

(x+1)(x−4)
≤ 0 ⇐⇒

⇐⇒
5x−40−5(x2 −3x−4)

(x+1)(x−4)
≤ 0⇐⇒

5x−40−5x2 +15x+20
(x+1)(x−4)

≤ 0⇐⇒

⇐⇒
−5x2 +20x−20
(x+1)(x−4)

≤ 0 ⇐⇒
−5(x2 −4x+4)
(x+1)(x−4)

≤ 0 .
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Рацiональнi нерiвностi

Нарештi, пiсля дiлення обох частин нерiвностi на −5 ,
одержуємо

−5(x2 −4x+4)
(x+1)(x−4)

≤ 0 ⇐⇒
x2 −4x+4

(x+1)(x−4)
≥ 0 .

Одержану нерiвнiсть розглянуто в прикладi 1.

В i д п о в i д ь: x ∈ (−∞,−1)∪{2}∪ (4,∞) .
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Приклад iз ЗНО

П р и к л а д 3 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2013 р.).

Розв’яжiть нерiвнiсть
3

x−2
+

4
x
≥ 1 .

У вiдповiдь запишiть суму всiх цiлих її розв’язкiв.

Р о з в’ я з а н н я. Перенесемо 1 в лiву частину нерiвностi
i зведемо дроби до спiльного знаменника:

3
x−2

+
4
x
−1 ≥ 0 ⇐⇒

3x+4(x−2)− x(x−2)
x(x−2)

≥ 0 ⇐⇒

⇐⇒
3x+4x−8− x2 +2x

x(x−2)
≥ 0 ⇐⇒

−x2 +9x−8
x(x−2)

≥ 0 ⇐⇒

⇐⇒
x2 −9x+8

x(x−2)
≤ 0 .
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Приклад iз ЗНО

Зобразимо допомiжнi кривi знакiв функцiй

-? ?

1 8 x
++

= 0 = 0
y = x2 −9x+8

s s -?

0 x
+

= 0

y = x

s -?

2 x
+

= 0
y = x−2 ,

s

використовуючи якi, побудуємо криву знакiв функцiї

-
? ? ? ?

0 1 2 8 x

y = x2−9x+8
x(x−2)

q f q

= 0= 0 н.в.н.в.

f

x2 −9x+8
x

x−2

+ + − − +

− + + + +

− − − + +

++ +
uu
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Знаходимо множину розв’язкiв нерiвностi:

-
? ? ? ?

0 1 2 8 x

y = x2−9x+8
x(x−2)

q f q

= 0= 0 н.в.н.в.

f

x2 −9x+8
x

x−2

+ + − − +

− + + + +

− − − + +

++ +
uu

x2 −9x+8
x(x−2)

≤ 0 ⇐⇒ x ∈ (0;1]∪ (2;8] .

v v

Отже, нерiвнiсть має 7 цiлих розв’язкiв: 1;3;4;5;6;7;8 ,
а їх сума 1+3+4+5+6+7+8 = 34 .

В i д п о в i д ь: 34 .
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