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Координатний метод Вектори Приклади iз ЗНО

Мiй намiр полягає не

в тому, щоб навчати тут

методу, якому кожний має

слiдувати, щоб правильно

спрямовувати свiй розум, а

тiльки в тому, щоб показати,

яким чином спрямовував я

свiй власний розум.

Рене Декарт, "Мiркування

про метод"
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Координатний метод Вектори Приклади iз ЗНО Вiдрiзок Пряма Коло Задача

Координатний метод в геометрiї

Введенням координат встановлюється зв’язок мiж
геометрiєю i алгеброю.
Розглянемо геометрiю на координатнiй площинi.
Однiєю з найбiльш уживаних є декартова прямокутна
система координат.
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Точка площини, яка є геометричним
об’єктом, ототожнюється з парою
(x0,y0) її координат – чисел x0 i y0,
тобто стає алгебраїчним об’єктом.

Усi геометричнi фiгури описуються деякими рiвняннями
або нерiвностями.

При цьому точка (x,y) належить геометричнiй
фiгурi, якщо її координати x i y задовольняють тi
умови (рiвняння, нерiвностi), якi задають цю
фiгуру.
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Вiдстань мiж точками

Нехай на площинi в декартовiй прямокутнiй системi
координат xOy задано точки A(xA,yA) i B(xB,yB).

r N

Вiдстань мiж точками A i B
(тобто довжина вiдрiзка AB)
виражається формулою

AB =
√

(xB − xA)2 +(yB − yA)2 ,
яка є очевидним наслiдком
теореми Пiфагора для трикут-
ника ANB.
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Подiл вiдрiзка

r
C

Точка C вiдрiзка AB, яка
дiлить його в заданому

вiдношеннi λ
(

тобто λ = AC
CB

)

,
має координати

xC =
λxB + xA

λ +1
, yC =

λyB + yA

λ +1
(доведення цих формул див. у
прикладi 7).

r

D

Зокрема, при λ = 1 отримуємо
координати середини вiдрiзка
AB — точки D:

xD =
xA + xB

2
, yD =

yA + yB

2
.
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Рiвняння прямої

Рiвняння прямої має вигляд ax+by+ c = 0 , де
a, b, c — деякi числа, i, принаймнi, хоча б одне з чисел
a,b не дорiвнює нулю.

Якщо b = 0 , то a 6= 0 i рiвняння прямої ax+ c = 0
переписується у виглядi x =− c

a = const .
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x =C = const

Пряма x=C паралельна осi Oy
при будь-якому значеннi
сталої C 6= 0 i спiвпадає
з вiссю Oy при C = 0 .
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Рiвняння прямої

Якщо b 6= 0, то рiвнянню прямої ax+by+ c = 0 пiсля
дiлення обох частин рiвностi на b можна надати
вигляду y = kx+m , при цьому число k називають
кутовим коефiцiєнтом прямої.
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k = tgϕ

Кутовий коефiцiєнт прямої дорiвнює тангенсу кута,
який вiдлiчується вiд додатнього напрямку осi Ox до
прямої в додатньому напрямку, тобто проти руху
годинникової стрiлки.
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Рiвняння прямої (кутовий коефiцiєнт i точка)

Рiвняння прямої з кутовим коефiцiєнтом k,, яка
проходить через точку M(x0,y0), має вигляд

y− y0 = k(x− x0) .

r
N

K

Це рiвняння легко отримуємо як наслiдок означення
тангенса кута ϕ в трикутнику KNM .
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Рiвняння прямої, що проходить через двi точки

Рiвняння прямої, що проходить через точки A(xA,yA) i
B(xB,yB) у випадку, коли пряма AB не паралельна
координатним осям Ox , Oy i не спiвпадає з ними, є
наслiдком подiбностi трикутникiв ABC i AB1C1
i записується у виглядi

y− yA

yB − yA
=

x− xA

xB − xA
.
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Рiвняння прямої (частиннi випадки)

Якщо пряма AB паралельна осi Ox або спiвпадає з Ox,
то її рiвняння має вигляд y = yA ,
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yA A B

y = yA

а якщо вона паралельна осi Oy або спiвпадає з Oy, то
рiвняння прямої записується у виглядi x = xA .
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r

A

B

x = xA
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Розмiщення двох прямих

Щоб знайти спiльнi точки прямих l1: a1x+b1y+ c1 = 0 i
l2: a2x+b2y+ c2 = 0, необхiдно розв’язати систему

{

a1x+b1y+ c1 = 0,
a2x+b2y+ c2 = 0.

(1)

При цьому можливi три випадки (розглянемо їх у
припущеннi, що a2,b2,c2 6= 0):
1) a1

a2
6= b1

b2
.

В цьому випадку система (1) має єдиний розв’язок
(позначимо його (x0, y0)), а прямi l1 i l2 перетинаються в
точцi (x0,y0);
2) a1

a2
= b1

b2
6= c1

c2
.

В цьому випадку система (1) не має розв’язкiв i l1 ‖ l2;
3) a1

a2
= b1

b2
= c1

c2
.

В цьому випадку система (1) має нескiнченну множину
розв’язкiв, а прямi l1 i l2 при цьому спiвпадають.
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Умови паралельностi i перпендикулярностi прямих

Нехай тепер заданi прямi
l1: y = k1x+m1 i l2: y = k2x+m2 .
Умови паралельностi i перпендикулярностi прямих
l1 i l2 мають вигляд:

l1 ‖ l2 ⇐⇒
{

k1 = k2,
m1 6= m2,

l1⊥l2 ⇐⇒ k1k2 =−1 .

П р и к л а д 1. Записати рiвняння прямих, якi проходять
через точку M(3;−2) вiдповiдно паралельно i
перпендикулярно до прямої l: y = 4x+3 .
Р о з в’ я з а н н я. Нехай пряма l1 проходить через точку
M i l1 ‖ l . Тодi за умовою паралельностi прямих її
кутовий коефiцiєнт kl1 дорiвнює кутовому коефiцiєнту
kl прямої l , тобто kl1 = 4 . Рiвняння прямої l1 запишемо
за формулою y− yM = kl1(x− xM) , а саме:

y− (−2) = 4(x−3) ⇐⇒ y = 4x−14 .
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Умови паралельностi i перпендикулярностi прямих

Пряма l2, яка проходить через точку M i така, що l2⊥l ,
в силу умови перпендикулярностi прямих має кутовий
коефiцiєнт kl2 =− 1

kl
=− 1

4 . Її рiвняння отримуємо ха
формулою y− yM = kl2(x− xM) , а саме:
y− (−2) =− 1

4(x−3) ⇐⇒ y =− 1
4 x− 5

4 .

В i д п о в i д ь: l ‖ l1: y = 4x−14; l⊥l2: y =− 1
4 x− 5

4 .

П р и к л а д 2. Знайти координати точки K, яка
симетрична точцi M(3;−2) вiдносно прямої l: y = 4x+3 .

Р о з в’ я з а н н я. Точка K лежить
на прямiй l2, яка проходить через
точку M i перпендикулярна до
прямої l (див. мал.). Рiвняння
прямої l2 має вигляд y = − 1

4 x− 5
4

(див. попереднiй приклад).
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Умови паралельностi i перпендикулярностi прямих
Тепер знаходимо координати точки перетину прямих
l : y = 4x+3 i l2 : y =− 1

4 x− 5
4 , розв’язуючи систему рiвнянь

{

y = 4x+3,
y =− 1

4 x− 5
4 ,

⇐⇒
{

y = 4x+3,
4x+3 =− 1

4 x− 5
4 ,

⇐⇒

⇐⇒
{

y = 4x+3,
x =−1.

⇐⇒
{

x =−1,
y =−1.

У такий спосiб знайдено точку N(−1;−1) – точку
перетину прямих l i l2 .

Враховуючи, що N – середина
вiдрiзка MK, i використовуючи
формули координат середини
вiдрiзка, знаходимо координати
точки K(xK ,yK):
{

xK+3
2 =−1,

yK−2
2 =−1,

⇐⇒
{

xK =−5,
yK = 0.

В i д п о в i д ь: K(−5;0).
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Кут мiж прямими
Якщо k1 6= k2 i k1 · k2 6=−1, то гострий кут α мiж прямими
l1: y = k1x+m1 i l2: y = k2x+m2 обчислюється за формулою

tgα =

∣

∣

∣

∣

k2 − k1

1+ k1k2

∣

∣

∣

∣

,

-
x

α
ϕ1

ϕ2
l1

l2 яка є наслiдком аналогiчної формули для
тангенса рiзницi кутiв:

tgα = tg(ϕ2 −ϕ1) =
tgϕ2−tgϕ1

1+tgϕ1 tgϕ2
,

де k1 = tgϕ1 и k2 = tgϕ2 .

Iнколи корисно розрiзняти напрямок вiдлiку гострого кута α.

Якщо tgα = k2−k1
1+k1k2

> 0 , то вiдлiк гострого кута α здiйснюється вiд

прямої l1 до прямої l2 в додатньому напрямку, а якщо

tgα = k2−k1
1+k1k2

< 0 , – то у вiд’ємному:
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Координатний метод Вектори Приклади iз ЗНО Вiдрiзок Пряма Коло Задача

Вiдстань вiд точки до прямої i вiдстань мiж

паралельними прямими

Наведемо тепер формули для знаходження вiдстанi вiд точки до
прямої, а також вiдстанi мiж паралельними прямими.

Вiдстань ρ(M, l) вiд точки M(x0,y0) до прямої l: ax+by+ c = 0
знаходиться за формулою

ρ(M, l) =
|ax0 +by0 + c|√

a2 +b2
,

частинним випадком якої при l: y = kx+m є формула

ρ(M, l) =
|y0 − kx0 −m|√

k2 +1
.

Вiдстань d(l1, l2) мiж паралельними прямими l1: y = kx+m1 i l2:
y = kx+m2 знаходиться за формулою

d(l1, l2) =
|m1 −m2|√

k2 +1
.
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Вiдстань мiж паралельними прямими
Для доведення формули

d(l1, l2) =
|m1 −m2|√

k2 +1
(2)

позначимо через ϕ гострий кут, який утворюють прямi l1 i l2
з вiссю Ox. Тодi вiдстань мiж

паралельними прямими l1 i l2 –

це довжина спiльного перпендикуляра

до цих прямих, який є катетом,

протилежним куту 90◦ − ϕ, в

прямокутному трикутнику з

гiпотенузою |m1 − m2| (див. мал.).

Тому

d(l1, l2) = |m1 −m2|sin(90◦−ϕ) =

= |m1 −m2|cosϕ =
|m1−m2|√

tg2 ϕ+1
=

|m1−m2|√
k2+1

.
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Вiдстань вiд точки до прямої
Для доведення формули

ρ(M, l) =
|y0 − kx0 −m|√

k2 +1
(3)

спочатку запишемо рiвняння прямої l0 ‖ l,

що проходить через точку M(x0,y0) (див. мал.):

y− y0 = k(x− x0)⇐⇒ y = kx+ y0 − kx0.

Тепер в силу рiвностi ρ(M, l) = d(l0, l) з

формули (2) випливає формула (3).

Нарештi, формула

ρ(M, l) =
|ax0 +by0 + c|√

a2 +b2
(4)

при b 6= 0 рiвносильна формулi (3), а

при b = 0 iстиннiсть формули (4) легко

перевiряється, оскiльки в цьому випадку

вiдстань ρ(M, l) дорiвнює модулю рiзницi

мiж абсцисою точки M i абсцисою точок

прямої l (див. мал.).
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Вiдстань вiд точки до прямої

П р и к л а д 3. Знайти вiдстань вiд точки M(3;−2) до
прямої l: y = 4x+3 .

Р о з в’ я з а н н я. Шукана вiдстань
дорiвнює довжинi перпендикуляра
MN, проведеного з точки M до
прямої l. Точку N(−1;−1) знайдено в
прикладi 2. Отже,

ρ(M, l) = MN =
√

(−1−3)2 +(−1+2)2 =
√

17 .

Р о з в’ я з а н н я (2-й спосiб). Знаходимо шукану вiдстань
за формулою (3):

ρ(M, l) =
|−2−4 ·3−3|√

42 +1
=
√

17 .

В i д п о в i д ь: ρ(M, l) =
√

17 .
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Рiвняння кола
Рiвняння кола радiуса R з центром в точцi (x0,y0) має
вигляд: (x− x0)

2 +(y− y0)
2 = R2.

Вiдзначимо також, що рiвняння
(x− x0)

2 +(y− y0)
2 = 0 задає в координатнiй площинi
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(x− x0)

2 +(y− y0)
2 = c < 0 ⇐⇒ (x,y) ∈∅ .

П р и к л а д 4. Знайти радiус i центр кола
x2 + y2 −6x+4y+12 = 0.
Р о з в’ я з а н н я. Видiляючи повнi квадрати в лiвiй час-
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Задача

П р и к л а д 5. Задано точки A(−4;0), B(0;3), C(0;0).
Записати рiвняння бiсектриси AL трикутника ABC.
Знайти координати центра O кола, вписанного в
трикутник ABC .

Р о з в’ я з а н н я. Знайдемо довжини
вiдрiзкiв AB, BC, AC: BC = 3, AC = 4,
тому AB =

√
42 +32 = 5.

За основною властивiстю бiсектриси
AL трикутника ABC (див. мал.)
маємо: CL : LB = AC : AB = 4 : 5,
тобто точка L дiлить вiдрiзок CB у
вiдношеннi λ = 4/5 .

Тому координати точки L знаходимо за формулами

xL =
λxB + xC

λ +1
= 0 , yL =

λyB + yC

λ +1
=

4
5 ·3+0

4
5 +1

=
12
5
9
5

=
4
3

.
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Задача

Тепер рiвняння прямої AL запишемо за формулою
y− yA

yL − yA
=

x− xA

xL − xA
⇐⇒ y−0

4
3−0

= x−(−4)
0−(−4) ⇐⇒ y = 4

3 · x+4
4 ⇐⇒

⇐⇒ y = 1
3 x+ 4

3 .

Оскiльки центр O кола, вписанного в 4ABC, є точкою
перетину бiсектрис, то його

координати задовольняють систему
{

y = 1
3 x+ 4

3 ,
y =−x,

де y =−x — рiвняння бiсектриси
кута C (див. мал.).
Розв’язком системи є пара (−1;−1).

В i д п о в i д ь: AL: y =
1
3

x+
4
3

; O(−1;−1).
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