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Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння

Мiй намiр полягає не

в тому, щоб навчати тут

методу, якому кожний має

слiдувати, щоб правильно

спрямовувати свiй розум, а

тiльки в тому, щоб показати,

яким чином спрямовував я

свiй власний розум.

Рене Декарт, "Мiркування

про метод"
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Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Градуси Радiани Формула переходу

Градусна i радiанна мiра кута

Кути, як правило, вимiрюють в градусах або в радiанах.
Градусна мiра розгорнутого кута дорiвнює 180◦.
Прямий кут складає половину розгорнутого кута, його
градусна мiра дорiвнює 90◦ (див. мал.).

180◦ 90◦

Кут, в 90 разiв менший вiд прямого кута, має градусну
мiру 1◦.

Величину кута принято виражати також в радiанах.
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Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Градуси Радiани Формула переходу

Градусна i радiанна мiра кута

Розглянемо одиничне коло (тобто коло, радiус якого
R = 1) i центральний кут, вершина якого розмiщена в
центрi кола – точцi O.
Iснує взаємозв’язок мiж величиною центрального кута i
довжиною тiєї дуги кола, яка знаходиться всерединi
цього кута: чим бiльший кут, тим довша дуга.
Тому величину центрального кута можна вимiрювати
довжиною дуги одиничного кола, яка мiститься
всерединi цього кута.

Зокрема, якщо довжина такої
дуги дорiвнює 1, то кажуть,
що величина кута дорiвнює 1
радiан (див. мал.).
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Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Градуси Радiани Формула переходу

Градусна i радiанна мiра кута

Аналогiчно, при поворотi точки вздовж одиничного
кола на деякий кут величина кута повороту чисельно
дорiвнює довжинi шляху, пройденого цiєю точкою.
Тому куту 360◦ вiдповiдає кут 2π радiан (чисельно
рiвний довжинi одиничного кола).
Куту 180◦ вiдповiдає кут π радiан,
величина прямого кута дорiвнює π/2 (назву одиницi
вимiрювання "радiан" зазвичай опускають) i т.п.

Градусна мiра n◦ i радiанна мiра α одного i того ж
кута зв’язанi мiж собою формулою переходу вiд
градусноi мiри до радiанної i навпаки:

α =
π

180◦
n◦ .

Зокрема, якщо α = 1 , то n◦ = 180◦
π ≈ 57◦ , тобто

градусна мiра кута 1 радiан наближено дорiвнює 57◦.
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Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Означення Таблиця значень Графiки Знаки

Означення основних тригонометричних функцiй

Розглянемо одиничне коло з центром у початку
координат, а на ньому точку Pα , яка вiдповiдає куту α
радiан. При цьому кут α вiдраховується вiд напрямку
осi Ox проти руху годинникової стрiлки (або, iншими
словами, в додатньому напрямку), якщо α > 0,
i в напрямку руху годинникової стрiлки (тобто
у вiд’ємному напрямку), якщо α < 0.

Ординату точки Pα
називають синусом
числа α i позначають
sinα (див. мал.).

Абсциса цiєї ж точки
Pα називається
косинусом числа α i
позначається cosα
(див. мал.).
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Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Означення Таблиця значень Графiки Знаки

Означення основних тригонометричних функцiй

Тангенс числа α
означається рiвнiстю

tgα =
sinα
cosα

.

Котангенс числа α
означається рiвнiстю

ctgα =
cosα
sinα

.
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Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Означення Таблиця значень Графiки Знаки

Значення основних тригонометричних функцiй

Функцiї sinα , cosα визначенi для всiх α ∈ R i
приймають значення з вiдрiзка [−1;1] .
Очевидно, що функцiя tgα = sinα

cosα не визначена в тих
точках, в яких cosα = 0 .

Аналогiчно, функцiя ctgα = cosα
sinα не визначена в тих

точках, в яких sinα = 0 .

Значення основних тригонометричних функцiй деяких
кутiв α наведено в таблицi:

α 0 π
6 (30◦) π

4 (45◦) π
3 (60◦) π

2 (90◦) π(180◦) 3π
2 (270◦)

sinα 0 1
2

√
2

2

√
3

2 1 0 −1
cosα 1

√
3

2

√
2

2
1
2 0 −1 0

tgα 0 1√
3

1
√

3 н/визн. 0 н/визн.

ctgα н/визн.
√

3 1 1√
3

0 н/визн. 0
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Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Означення Таблиця значень Графiки Знаки

Графiки основних тригонометричних функцiй

Графiки функцiй y = sinx i y = cosx зображено на мал.:

-

6

r r r r r r r r r r r
x3π5π

2
2π3π

2
ππ

2
O−π

2
−π− 3π

2
−2π r

ry

1

−1

y = sinx

-

6

r r r r r r r r r r r
x− 5π

2
5π
2

2π3π
2

ππ
2

O−π
2

−π− 3π
2

−2π r
ry

1

−1

y = cosx
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6
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Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Означення Таблиця значень Графiки Знаки

Приклад

П р и к л а д 1. Що бiльше: sin 1◦ чи sin 1 ?

Р о з в’ я з а н н я. Оскiльки 1 радiан наближено дорiвнює
57◦, то кут 1 радiан бiльший, нiж кут 1◦. Крiм того,
обидва цi кути в радiанах належать вiдрiзку [0, π/2] .
Враховуючи, що на цьому вiдрiзку функцiя y = sin x
зростає, отримуємо нерiвнiсть sin 1 > sin 1◦:

-

6

s s s s ss ss
s

s
s

x1◦ 1 ππ
2

sin 1◦

sin 1

O−π
2−π

s

sy
1

−1

y = sinx

В i д п о в i д ь: sin 1 > sin 1◦ .

ЗФМШ, Kиїв Основнi тригонометричнi функцiї



Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Означення Таблиця значень Графiки Знаки

Приклад

П р и к л а д 1. Що бiльше: sin 1◦ чи sin 1 ?

Р о з в’ я з а н н я. Оскiльки 1 радiан наближено дорiвнює
57◦, то кут 1 радiан бiльший, нiж кут 1◦. Крiм того,
обидва цi кути в радiанах належать вiдрiзку [0, π/2] .
Враховуючи, що на цьому вiдрiзку функцiя y = sin x
зростає, отримуємо нерiвнiсть sin 1 > sin 1◦:

-

6

s s s s ss ss
s

s
s

x1◦ 1 ππ
2

sin 1◦

sin 1

O−π
2−π

s

sy
1

−1

y = sinx

В i д п о в i д ь: sin 1 > sin 1◦ .

ЗФМШ, Kиїв Основнi тригонометричнi функцiї



Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Означення Таблиця значень Графiки Знаки

Приклад

П р и к л а д 1. Що бiльше: sin 1◦ чи sin 1 ?

Р о з в’ я з а н н я. Оскiльки 1 радiан наближено дорiвнює
57◦, то кут 1 радiан бiльший, нiж кут 1◦. Крiм того,
обидва цi кути в радiанах належать вiдрiзку [0, π/2] .
Враховуючи, що на цьому вiдрiзку функцiя y = sin x
зростає, отримуємо нерiвнiсть sin 1 > sin 1◦:

-

6

s s s s ss ss
s

s
s

x1◦ 1 ππ
2

sin 1◦

sin 1

O−π
2−π

s

sy
1

−1

y = sinx

В i д п о в i д ь: sin 1 > sin 1◦ .

ЗФМШ, Kиїв Основнi тригонометричнi функцiї



Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Означення Таблиця значень Графiки Знаки

Знаки основних тригонометричних функцiй

-

6

O

y

x

y > 0
x > 0

I

y > 0
x < 0

II

y < 0
x < 0

III

y < 0
x > 0

IV

Декартову координатну
площину умовно розбива-
ють на чотири чвертi (див.
мал.). Точки, якi лежать
на координатних осях,
не належать жоднiй з
координатних чвертей.

Кажуть, що кут α нале-
жить, наприклад, першiй
чвертi одиничного кола,
якщо вiдповiдна йому
точка Pα належить першiй
координатнiй чвертi.
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Знаки основних тригонометричних функцiй

Широко застосовуються такi геометричнi образи
функцiй y = sin x, y = cos x, y = tg x и y = ctg x, на яких
зображено знаки виразiв sin x, cos x, tg x i ctg x в рiзних
чвертях одиничного кола:
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На малюнках також вказанi точки, в яких значення
функцiй дорiвнюють нулю або не визначенi.
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Приклад

П р и к л а д 2. Визначити знак виразу:

sin 175◦ · cos 6π
5 · tg 275◦ · ctg 3π

7 .

Р о з в’ я з а н н я. Кут 175◦ лежить мiж 90◦ i 180◦, тобто
цей кут належить другiй чвертi. Кут 6π/5 лежить мiж
π i 3π/2, тобто цей кут належить третiй чвертi.
Кут 275◦ належить четвертiй чвертi. Нарештi,
0 < 3π/7 < π/2, тобто кут 3π/7 належить першiй чвертi.
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− −

sin 175◦ > 0
&%
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r

6π
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+−
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cos 6π
5 < 0
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tg275◦ < 0
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'$ee r3π

7

+−
+ −

ctg 3π
7 > 0

Оскiльки добуток двох додатнiх i двох вiд’ємних чисел є
число додатнє, то заданий добуток має знак + .

В i д п о в i д ь: + .
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Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Перiодичнiсть Парнiсть, непар. Обмеженiсть

Перiодичнi функцiї

Функцiї y = sinx,y = cosx,y = tgx,y = ctgx є
перiодичними функцiями: для кожної з них iснує число
T (перiод функцiї) таке, що y(x+T ) = y(x−T ) = y(x)
при всiх x з областi визначення функцiї y(x).

Оскiльки при поворотi
точки Pα на кут 2π ми
отримуємо ту ж точку
кола, тобто координати
точки не змiнюються, то
не змiнюються i значення
функцiй y = sinx, y = cosx,
y = tgx, y = ctgx.

Отже, число 2π є перiодом цих функцiй.
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Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Перiодичнiсть Парнiсть, непар. Обмеженiсть

Перiодичнi функцiї

Розглянемо тепер точку Pα+π , яка отримана в результатi
повороту точки Pα на кут π. Очевидно, що точки Pα+π i
Pα є симетричними вiдносно точки O. Тому, абсциса i
ордината точки Pα+π дорiвнюють вiдповiдно −x0 i −y0
(див. мал.). Тодi

tg(α +π) =
sin(α +π)
cos(α +π)

=
−y0

−x0
=

y0

x0
=

sinα
cosα

= tgα ,

ctg(α +π) =
cos(α +π)
sin(α +π)

=
−x0

−y0
=

x0

y0
=

cosα
sinα

= ctgα .

Отже, число π є перiодом
функцiй y = tgx i
y = ctgx .
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Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Перiодичнiсть Парнiсть, непар. Обмеженiсть

Перiодичнi функцiї

За означенням всi значення перiодичної функцiї y(x)
повторюються при одночасному змiщеннi усiх x вздовж
осi Ox на величину T , рiвну перiоду цiєї функцiї.

При цьому одна i та ж перiодична функцiя має рiзнi
перiоди.

Наприклад, функцiя y = sinx має перiоди
2π,4π,6π, . . . ,−2π,−4π, . . . , а функцiя y = tgx – перiоди
π,2π,3π, . . . ,−π,−2π, . . . i т.п.

Найменший додатнiй перiод перiодичної функцiї (якщо
такий iснує) називають головним перiодом цiєї функцiї.

Головний перiод функцiй y = sinx i y = cosx дорiвнює 2π,
а головний перiод функцiй y = tgx i y = ctgx дорiвнює π.

У той же час перiодом сталої функцiї y = 3 є будь-яке
дiйсне число, i тому ця функцiя головного перiоду не
має.
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має.
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Парнiсть, непарнiсть
Розглянемо тепер точку P−α , яка отримана в результатi
повороту точки P0 на кут −α . Очевидно, що точки P−α
i Pα є симетричними вiдносно осi Ox. Тому абсциса i
ордината точки P−α дорiвнюють вiдповiдно x i −y
(див. мал.). Тодi
cos(−α) = cos α , sin(−α) =−sin α ,

tg(−α) =
sin(−α)

cos(−α)
=

−sinα
cosα

=− tgα ,

ctg(−α) =
cos(−α)

sin(−α)
=

cosα
−sinα

=−ctgα .

Отже, функцiї
y = sinx , y = tgx i y = ctgx
є непарними, а функцiя
y = cosx – парною.
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Приклад

П р и к л а д 3. Чи є парними або непарними функцiї:
а) f (x) = cos 3x− x4 +5 ;
б) f (x) = 2sin x+ tg 2x−3ctg 5x+ x3 ;
в) f (x) = sin x · cos 3x ;
г) f (x) = sin2 x · cos 3x ;
д) f (x) = sin 2x · ctg 5x ;
е) f (x) = sin x · cos 3x+2 ?

Р о з в’ я з а н н я. а) Розглянемо вираз
f (−x) = cos(3(−x))− (−x)4 +5 = cos(−3x)− x4 +5 .
Оскiльки функцiя y = cos x є парною, то
cos(−3x) = cos 3x. Тому
f (−x) = cos 3x− x4 +5 = f (x) .
Отже, f (−x) = f (x) при будь-якому x, тобто функцiя
f (x) є парною.

Аналогiчно доводиться, що сума (рiзниця) парних
функцiй є функцiя парна.
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Приклад

б) Для f (x) = 2sin x+ tg 2x−3ctg 5x+ x3 розглянемо
вираз

f (−x) = 2sin(−x)+ tg(2(−x))−3ctg(5(−x))+(−x)3 =

= 2sin(−x)+ tg(−2x)−3ctg(−5x)− x3 .

Оскiльки функцiї y = sin x , y = tg x , y = ctg x є
непарними, то справедливi рiвностi sin(−x) =−sin x ,
tg(−2x) =− tg 2x , ctg(−5x) =−ctg 5x . Тому

f (−x) =−2sin x− tg 2x+3ctg 5x− x3 .

Пiсля винесення числа (−1) за дужки в правiй частинi
отриманої рiвностi матимемо

f (−x) =−(2sin x+ tg 2x−3ctg 5x+ x3) =− f (x) .

Отже, показано, що f (−x) =− f (x) при будь-якому x,
тобто функцiя f (x) є непарною.
Аналогiчно доводиться, що сума (рiзниця) непарних
функцiй є функцiя непарна.
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Приклад
в) Для f (x) = sin x · cos 3x розглянемо вираз
f (−x) = sin(−x) · cos(−3x) .
Оскiльки функцiя y = sin x є непарною, а функцiя
y = cos x – парною, то sin(−x) =−sin x i
cos(−3x) = cos 3x . Тому
f (−x) =−sin x · cos 3x =− f (x)
при будь-якому x, тобто функцiя f (x) є непарною.
Аналогiчно доводиться, що добуток парної i непарної
функцiй є функцiя непарна.
г) Функцiя y = sin2 x є парною, оскiльки
sin2 (−x) = (sin(−x))2 = (−sin x)2 = sin2 x . Функцiя
y = cos x также є парною. Тому для функцiї
f (x) = sin2 x · cos 3x справедливi рiвностi
f (−x) = sin2 (−x) · cos(−3x) = sin2 x · cos 3x = f (x)
при будь-якому x, тобто функцiя f (x) є парною.
Аналогiчно доводиться, що добуток парних функцiй є
функцiя парна.
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Приклад
д) Оскiльки функцiї y = sin x i y = ctg x є непарними,
то для функцiї f (x) = sin 2x · ctg 5x справедливi рiвностi

f (−x) = sin(−2x) · ctg(−5x) = (−sin 2x) · (−ctg 5x) =

= sin 2x · ctg 5x = f (x)

при будь-якому x, тобто функцiя f (x) є парною.
Аналогiчно доводиться, що добуток двох непарних
функцiй є функцiя парна.
е) Для f (x) = sin x · cos 3x+2 розглянемо вираз
f (−x) = sin(−x) · cos(−3x)+2 .
Оскiльки функцiя y = sin x є непарною, а функцiя
y = cos x – парною, то

f (−x) =−sin x · cos 3x+2 =−(sin x · cos 3x+2)+4 =

=− f (x)+4
при будь-якому x. Тому функцiя f (x) не є нi парною,
нi непарною.
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Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Перiодичнiсть Парнiсть, непар. Обмеженiсть

Обмеженi i необмеженi функцiї

Розглянемо властивостi односторонньої обмеженостi
функцiй.

Функцiю f (x) називають:

обмеженою знизу, якщо iснує дiйсне число M1 таке,
що при всiх x ∈ D( f ) виконується нерiвнiсть
f (x)> M1 (або f (x)≥ M1);

обмеженою зверху, якщо iснує дiйсне число M2
таке, що при всiх x ∈ D( f ) виконується нерiвнiсть
f (x)< M2 (або f (x)≤ M2).

Функцiї, обмеженi знизу або зверху, є односторонньо
обмеженими функцiями.
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Обмеженi i необмеженi функцiї

-

6
y

O x

y = x2 +1
1

-d
6

y

O x

y = 1
x2

Так, функцiї f (x) = x2 +1 i f (x) = 1
x2 обмеженi знизу,

оскiльки f (x)> 0 при всiх x ∈ D( f ) , а
функцiя f (x) = 64− x2 обмежена зверху, оскiльки
64− x2 ≤ 64 при всiх x ∈ R.

-

6
y

O x

y = 64− x2

64
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Обмеженi i необмеженi функцiї

Якщо ж функцiя обмежена i знизу, i зверху, то її
називають просто обмеженою функцiєю.

Зокрема, обмеженими є функцiї f (x) = sinx i
f (x) = cosx , оскiльки для них при всiх x ∈ R
виконуються нерiвностi −1 ≤ f (x)≤ 1.

-

6

r r r r r r r r r r r
x3π5π

2
2π3π

2
ππ

2
O−π

2
−π− 3π

2
−2π r

ry

1

−1

y = sinx
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У той же час функцiї y = tgx,y = ctgx, y = x3, y = 1
x є

прикладами необмежених функцiй.
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x
y = x3
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x
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Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Найпростiшi рiвняння Формули розв’язкiв

Найпростiшi тригонометричнi рiвняння
Розглянемо найпростiшi тригонометричнi рiвняння
sinx = a, cosx = a, tgx = a, ctgx = a, де a – деяке дiйсне
число.
Зазначимо, що якщо найпростiше тригонометричне
рiвняння має розв’язки, то в силу перiодичностi
вiдповiдних тригонометричних функцiй воно має
нескiнченну множину розв’язкiв.
Так, коренями рiвняння sinx = 0 є абсциси точок
перетину графiка функцiї y = sinx з вiссю Ox, тобто
числа . . . −2π,−π,0,π,2π,3π, . . . (див. мал.), якi
утворюють нескiнченну множину.

-

6

x3π2ππ0−π−2π

y
sinx = 0
y = sinx

r r r r r r
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Найпростiшi тригонометричнi рiвняння

Цi числа, записанi однiєю формулою x = πn , n ∈ Z ,
утворюють серiю коренiв.
При цьому коренi серiї виявляються занумерованими
конкретними числовими значеннями параметра n
(див. мал.):

-

6

x3π
n = 3

2π
n = 2

π
n = 1

0
n = 0

−π
n =−1

−2π
n =−2

y
sinx = 0 ⇐⇒ x = πn, n ∈ Z

y = sinx

r r r r r r
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Найпростiшi тригонометричнi рiвняння

Зазначимо також, що коренi одного i того ж рiвняння
можна групувати в серiї по-рiзному.

Для iлюстрацiї розглянемо рiвняння sinx = 1/2 .
Знайдемо спочатку його коренi на промiжку [0;2π],
довжина якого дорiвнює головному перiоду 2π функцiї
y = sinx . На цьому промiжку рiвняння має два коренi:

x1 =
π
6

i x2 = π − (π − x2) = π − π
6
=

5π
6

, оскiльки

π − x2 = x1 −0 =
π
6

(див. мал.):

-

6

xx2
5π
6

O
x1
π
6

y
y = sinx

sinx = 1/2

y = 1/2
π 2π

r rr r
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Найпростiшi тригонометричнi рiвняння
Тому всi коренi рiвняння sinx = 1/2 можна записати у
виглядi двох перiодичних серiй:






x =
π
6
+2πn , n ∈ Z ,

x =
5π
6

+2πm , m ∈ Z .

Сусiднi точки кожної з цих серiй розмiщенi на числовiй
прямiй через рiвнi промiжки довжини 2π, яка дорiвнює
головному перiоду функцiї y = sinx . Зазначимо, що для
запису рiзних серiй доцiльно використовувати рiзнi
числовi параметри, тут — це n i m .

-

6

x17π
6m = 1

13π
6n = 1

5π
6m = 0

O

n = 0

π
6− 7π

6m =−1
− 11π

6n =−1

y
y = sinx

sinx = 1/2

y = 1/2
2π

r rr r r rr r rr rr
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У той же час всi коренi рiвняння sinx = 1/2 можна
записати по-iншому у виглядi однiєї неперiодичної (!)

серiї x = (−1)k π
6
+πk, k ∈ Z. Сусiднi точки цiєї серiї

розмiщуються на числовiй прямiй через нерiвнi

промiжки; наприклад,
5π
6

− π
6
6= 13π

6
− 5π

6
(див. мал.):
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y
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2π

r rr r r rr r rr rr

Отже,






x =
π
6
+2πn , n ∈ Z ,

x =
5π
6

+2πm , m ∈ Z ,
⇐⇒ x = (−1)k π

6
+πk , k ∈ Z .
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Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Найпростiшi рiвняння Формули розв’язкiв

Формули розв’язкiв найпростiших рiвнянь

Рiвняння sin x = a :

1) при a ∈ (−∞,−1)∪ (1,∞) рiвняння розв’язкiв не має.

Наприклад, sin x = 2 ⇔ x ∈∅;

2) при a = 1 :

&%
'$r��	 sin x = 1

++

− −
sin x = 1 ⇔ x =

π
2
+2πn , n ∈ Z ;

3) при a =−1 :

&%
'$

r
@@I sin x =−1

++

− −
sin x=−1 ⇔ x=−π

2
+2πn , n∈Z ;
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Формули розв’язкiв найпростiших рiвнянь

Рiвняння sin x = a :

1) при a ∈ (−∞,−1)∪ (1,∞) рiвняння розв’язкiв не має.

Наприклад, sin x = 2 ⇔ x ∈∅;

2) при a = 1 :

&%
'$r��	 sin x = 1

++

− −
sin x = 1 ⇔ x =

π
2
+2πn , n ∈ Z ;

3) при a =−1 :

&%
'$

r
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sin x=−1 ⇔ x=−π
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Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Найпростiшi рiвняння Формули розв’язкiв

Рiвняння sin x = a
4) при a = 0 :

&%
'$rr ��	

���
= 0

= 0
++

− −
sin x = 0 ⇔ x = πn , n ∈ Z ;

5) при a ∈ (−1;0)∪ (0;1) :

sin x = a ⇐⇒
[

x = arcsina+2πn, n ∈ Z ,
x = π − arcsina+2πm, m ∈ Z ,

⇐⇒

⇐⇒ x = (−1)k arcsina+πk , k ∈ Z .

&%
'$r ra απ −α

0π arcsina = α ⇐⇒
{

α ∈ [−π
2 ,

π
2 ] ,

sinα = a .

Отже, arcsin a – це найближчий до точки 0 корiнь
рiвняння sin x = a , який при a ∈ [−1;1] iснує i є єдиним.
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Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Найпростiшi рiвняння Формули розв’язкiв

Непарнiсть арксинуса

Справедливе спiввiдношення:

arcsin(−a) =−arcsin a при a ∈ [−1;1] (див. мал.):

-

6

r r r r r
xπ

2
O

−π
2

α1

α2

y

a

−a

y = sinx
y = a

y =−a

r
rs

sr r α1 = arcsin a ,
α2 = arcsin(−a) ,
α2 =−α1 .
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Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Найпростiшi рiвняння Формули розв’язкiв

Приклад

П р и к л а д 4. Розв’язати рiвняння sin x =−0,5 .

Р о з в’ я з а н н я. За формулою розв’язкiв
x = (−1)k arcsin(−0,5)+πk , k ∈ Z .
Далi, беручи до уваги властивiсть арксинуса
arcsin(−0,5) =−arcsin 0,5 ,
отримуємо
x =−(−1)k arcsin 0,5+πk = (−1)k+1 arcsin 0,5+πk , k ∈ Z .
Нарештi, в таблицi значень тригонометричних функцiй
знаходимо гострий кут, синус якого дорiвнює 1/2 , тобто
arcsin 0,5 = π/6 . Остаточно маємо

x = (−1)k+1 π
6
+πk , k ∈ Z .

В i д п о в i д ь: x = (−1)k+1 π
6
+πk , k ∈ Z .
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Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Найпростiшi рiвняння Формули розв’язкiв

Зауваження
Звернемо увагу на необхiднiсть точного запису формул
розв’язкiв найпростiших тригонометричних рiвнянь.
Наприклад, sinx = 1/2 ⇐⇒/ x = π

6 +2πn,n ∈ Z, оскiльки
ця серiя чисел не мiстить коренiв рiвняння sinx = 1/2
вигляду x = 5π

6 +2πm,m ∈ Z (див. мал.).
Аналогiчно, sinx = 1/2 ⇐⇒/ x = (−1)k π

6 +2πk,k ∈ Z (∗),
оскiльки серiя чисел (∗) мiстить, зокрема, числа
x = 11π/6 (при k = 1) i x =−13π/6 (при k =−1), якi не є
коренями рiвняння sinx = 1/2. У той же час в серiї (∗)
не мiстяться такi коренi рiвняння sinx = 1/2 як
x =−11π/6;−7π/6;5π/6;13π/6;17π/6:

-

6

x17π
6m = 1

13π
6n = 1

5π
6m = 0

O

n = 0

π
6− 7π

6m =−1
− 11π

6n =−1

y
y = sinx

sinx = 1/2

y = 1/2
2π

r rr r r rr r rr rr
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Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Найпростiшi рiвняння Формули розв’язкiв

Рiвняння cos x = a

Рiвняння cos x = a :

1) при a ∈ (−∞,−1)∪ (1,∞) рiвняння розв’язкiв не має.

Наприклад, cos x =−
√

2 ⇔ x ∈∅;

2) при a = 1 :

&%
'$r��	cos x = 1

+−
− +

cos x = 1 ⇔ x = 2πn , n ∈ Z ;

3) при a =−1 :

&%
'$r

���

cos x =−1

+−
− +

cos x=−1 ⇔ x= π+2πn , n∈Z ;
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Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Найпростiшi рiвняння Формули розв’язкiв

Рiвняння cos x = a
4) при a = 0 :

&%
'$

r
r��	

@@I

= 0

= 0

+−
− +

cos x = 0 ⇔ x =
π
2
+πn , n ∈ Z ;

5) при a ∈ (−1;0)∪ (0;1) :

cos x = a ⇐⇒
[

x = arccosa+2πn, n ∈ Z ,
x =−arccosa+2πm, m ∈ Z ,

⇐⇒

⇐⇒ x =±arccosa+2πk , k ∈ Z .

&%
'$r

ra

α

−α

0 arccosa = α ⇐⇒
{

α ∈ [0,π] ,
cosα = a .

Отже, arccos a – це найближчий до точки 0 невiд’ємний
корiнь рiвняння cos x = a , який при a ∈ [−1;1] iснує i є
єдиним.
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Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Найпростiшi рiвняння Формули розв’язкiв

Одна властивiсть арккосинуса

Справедливе спiввiдношення:

arccos(−a) = π − arccos a при a ∈ [−1;1] (див. мал.):

-

6

r r
xπO α1

α2

y

a

−a y = cosx

y = a

y =−a

r
r s

s rr α1 = arccos a ,
α2 = arccos(−a) ,
α2 = π −α1 .
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Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Найпростiшi рiвняння Формули розв’язкiв

Приклад

П р и к л а д 5. Розв’язати рiвняння cos x =−0,5 .

Р о з в’ я з а н н я. За формулою розв’язкiв
x =±arccos(−0,5)+2πk , k ∈ Z .
Далi, беручи до уваги властивiсть арккосинуса
arccos(−0,5) = π − arccos 0,5
i знаходячи в таблицi значень тригонометричних
функцiй гострий кут, косинус якого дорiвнює 1/2 , а
саме: arccos 0,5 = π/3 , отримуємо

arccos(−0,5) = π − arccos 0,5 = π − π
3
=

2π
3

.

Отже, остаточно маємо x =±2π
3

+2πk , k ∈ Z .

В i д п о в i д ь: x =±2π
3

+2πk , k ∈ Z .
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Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Найпростiшi рiвняння Формули розв’язкiв

Рiвняння tg x = a

tgx = a ⇐⇒ x = arctga+πn,n ∈ Z .

-

6

c q c q c q c
x3π

2
π

π
2O

−π
2

−π

y y = tgx

qa y = a

α

s
r

arctga = α ⇐⇒
{

α ∈ (−π
2 ,

π
2 ) ,

tg α = a .

Отже, arctga – це найближчий до точки 0 корiнь
рiвняння tg x = a , який при будь-якому a ∈ R iснує i є
єдиним.
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Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Найпростiшi рiвняння Формули розв’язкiв

Непарнiсть арктангенса

Справедливе спiввiдношення:

arctg(−a) =−arctga (див. мал.):

-

6

e r e
x

π
2O

−π
2

y y = tgx

r

r

a y = a

−a y =−a

α1

α2

t
r

t
r α1 = arctga ,

α2 = arctg(−a) ,
α2 =−α1 .
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Рiвняння ctg x = a

ctgx = a ⇐⇒ x = arcctga+πn,n ∈ Z .

-

6

cc q c q c q
xπ

O
−π

y y = ctgx

qa y = a

α

s
r

arcctga = α ⇐⇒
{

α ∈ (0,π) ,
ctg α = a .

Отже, arcctga – це найближчий до точки 0 додатнiй
корiнь рiвняння ctg x = a , який при будь-якому a ∈ R
iснує i є єдиним.
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Вимiрювання кутiв Функцiї Властивостi Рiвняння Найпростiшi рiвняння Формули розв’язкiв

Одна властивiсть арккотангенса

Справедливе спiввiдношення:

arcctg(−a) = π − arcctga (див. мал.):

-
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e e
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π

y y = ctgx

r

r

a y = a

−a y =−a

α1

α2

t
r

t
r α1 = arcctga ,

α2 = arcctg(−a) ,
α2 = π −α1 .
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