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Рiвняння Нерiвностi

Мiй намiр полягає не

в тому, щоб навчати тут

методу, якому кожний має

слiдувати, щоб правильно

спрямовувати свiй розум, а

тiльки в тому, щоб показати,

яким чином спрямовував я

свiй власний розум.

Рене Декарт, "Мiркування

про метод"

ЗФМШ, Kиїв Графiчний метод



Рiвняння Нерiвностi f (x) = 0

Рiвняння виду f (x) = 0

Графiчний метод є дуже ефективним методом
розв’язання рiвнянь i нерiвностей.
Розглянемо спочатку, як розв’язують графiчним
методом рiвняння виду f (x) = 0.

За означенням графiка функцiї
абсциси точок перетину графiка функцiї y = f (x) з
вiссю Ox є коренями рiвняння f (x) = 0.
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Рiвняння Нерiвностi f (x) = 0

Рiвняння виду f (x) = 0

Наприклад, рiвняння x2 −4x+3 = 0 має коренi x1 = 1 i
x2 = 3, а графiк функцiї y = x2 −4x+3 перетинає вiсь Ox
у двох точках: (1;0) i (3;0):
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Рiвняння Нерiвностi f (x) = 0

Рiвняння виду f (x) = 0
П р и к л а д 1. Розв’язати рiвняння x7 + x3 −2 = 0.
Р о з в’ я з а н н я. Зобразимо ескiз графiка функцiї
y = x7 + x3 −2, вiдобразивши при цьому найбiльш
"яскравi" властивостi цiєї функцiї.
З цiєю метою зазначимо, що функцiї y = x7 i y = x3 є
зростаючими, оскiльки приймають бiльшi значення y
при бiльших значеннях змiнної x, про що також
"яскраво свiдчить" графiк функцiї y = x2n+1,n ∈ N:
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Рiвняння Нерiвностi f (x) = 0

Рiвняння виду f (x) = 0

Отже, функцiя y = x7 + x3 є зростаючою як сума
зростаючих функцiй, а вiднiмання числа 2 вiд усiх
значень функцiї зсуває графiк на 2 одиницi вниз i тому
не впливає на властивiсть її зростання. Отже, функцiя
y = x7 + x3 −2 є зростаючою.
Враховуючи також те, що графiк функцiї y = x7+x3−2
перетинає вiсь Oy в точцi y = y(0) = 0+0−2 =−2,
зобразимо ескiз графiка цiєї зростаючої функцiї:
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Рiвняння Нерiвностi f (x) = 0

Рiвняння виду f (x) = 0

Оскiльки графiк зростаючої функцiї y = x7 + x3 −2
перетинає вiсь Ox тiльки в однiй точцi, то рiвняння
x7 + x3 −2 = 0 має єдиний корiнь x0:
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Безпосереднiм пiдбором знаходимо x0 = 1, оскiльки
17 +13 −2 = 0.
В i д п о в i д ь: x = 1.
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Рiвняння Нерiвностi f (x)> 0 f (x)< 0 Нестрогi Квадратнi нерiвностi

Розв’язання нерiвностей графiчним методом

Розглянемо тепер розв’язання нерiвностей f (x)> 0,
f (x)< 0, f (x)≥ 0, f (x)≤ 0 графiчним методом.
За означенням графiка функцiї y = f (x) вiн складається
з точок (x, f (x)). Розглянемо деяку точку (a, f (a)),
що лежить вище осi Ox. Вона має додатню ординату,
тобто f (a)> 0. Тому абсциса цiєї точки a є роз’язком
нерiвностi f (x)> 0.
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Рiвняння Нерiвностi f (x)> 0 f (x)< 0 Нестрогi Квадратнi нерiвностi

Нерiвностi виду f (x)> 0
Отже,

щоб розв’язати нерiвнiсть f (x)> 0 графiчним
методом, потрiбно знайти тi частини графiка
функцiї y = f (x), якi лежать вище осi Ox i
спроектувати їх на вiсь Ox.
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Тут на малюнку множина розв’язкiв нерiвностi f (x)> 0
має вигляд (x1,x2)∪ (x3,∞).
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Рiвняння Нерiвностi f (x)> 0 f (x)< 0 Нестрогi Квадратнi нерiвностi

Нерiвностi виду f (x)< 0
Аналогiчно,

щоб розв’язати нерiвнiсть f (x)< 0 графiчним
методом, потрiбно знайти тi частини графiка
функцiї y = f (x), якi лежать нижче осi Ox i
спроектувати їх на вiсь Ox.
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Тут на малюнку множина розв’язкiв нерiвностi f (x)< 0
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Рiвняння Нерiвностi f (x)> 0 f (x)< 0 Нестрогi Квадратнi нерiвностi

Нерiвностi виду f (x)≥ 0 i f (x)≤ 0

При розв’язаннi нерiвностi f (x)≥ 0 (чи f (x)≤ 0) до
розв’язкiв нерiвностi f (x)> 0 (чи, вiдповiдно,
f (x)< 0) слiд приєднати коренi рiвняння f (x) = 0:
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Рiвняння Нерiвностi f (x)> 0 f (x)< 0 Нестрогi Квадратнi нерiвностi

Квадратнi нерiвностi

Розглянемо розв’язання квадратних нерiвностей.
П р и к л а д 2. Розв’язати нерiвнiсть x2 −4x+3 > 0 .
Р о з в’ я з а н н я. Графiком функцiї y = x2 −4x+3 є
парабола, вiтки якої направленi вгору.
Знайдемо точки перетину цiєї параболи з вiссю Ox,
розв’язуючи рiвняння x2 −4x+3 = 0 .
Його коренi x1 = 1 i x2 = 3. Отже, парабола перетинає
вiсь Ox в двох точках.
Зобразимо ескiз параболи y = x2 −4x+3 (зазначимо, що
ми не зображуємо вiсь Oy, оскiльки при розв’язаннi
даної нерiвностi потрiбно використати розмiщення
параболи лише вiдносно осi Ox):

-
1 x3

y = x2 −4x+3

r r
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параболи лише вiдносно осi Ox):

-
1 x3

y = x2 −4x+3

r r
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-
1 x3
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Спроектуємо на вiсь Ox вiдмiченi частини параболи,
вiдмiчаючи штриховкою вiдповiднi промiжки осi:

-
1 x3

y = x2 −4x+3

u ue e

Запишемо вiдповiдь.
В i д п о в i д ь: x ∈ (−∞,1)∪ (3,∞).
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П р и к л а д 3. Розв’язати нерiвнiсть x2 −4x+3 < 0 .
Р о з в’ я з а н н я. Вiдмiтимо ту частину параболи

-
1 x3

y = x2 −4x+3

u ue e

y = x2 − 4x + 3, яка
лежить нижче осi Ox i
спроектуємо її на вiсь Ox.
Запишемо вiдповiдь.

В i д п о в i д ь: x ∈ (1;3).
П р и к л а д 4. Розв’язати нерiвнiсть x2 −4x+3 ≤ 0 .
Р о з в’ я з а н н я. До множини розв’язкiв нерiвностi

-
1 x3

y = x2 −4x+3

u u

x2 − 4x + 3 < 0 приєд-
наємо коренi рiвняння
x2−4x+3= 0, тобто точки
x = 1 i x = 3.
Запишемо вiдповiдь.

В i д п о в i д ь: x ∈ [1;3].
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П р и к л а д 5. Розв’язати нерiвнiсть 64− x2 ≥ 0 .
Р о з в’ я з а н н я. Графiком функцiї y = 64− x2 є
парабола, вiтки якої направленi вниз.
Знайдемо точки її перетину з вiссю Ox, розв’язуючи
рiвняння 64− x2 = 0 ⇐⇒ x =±8.
Зобразимо ескiз параболи y = 64− x2 i вiдмiтимо ту її
частину, яка лежить вище осi Ox, включаючи також
точки x =±8 .
Спроектуємо вiдмiчену частину параболи на вiсь Ox.

-
−8 x8

y = 64− x2

u u

Запишемо вiдповiдь.
В i д п о в i д ь: x ∈ [−8;8].
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частину, яка лежить вище осi Ox, включаючи також
точки x =±8 .
Спроектуємо вiдмiчену частину параболи на вiсь Ox.

-
−8 x8

y = 64− x2

u u
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Р о з в’ я з а н н я. Парабола y = x2 −2x+3 не перетинає
вiсь Ox, оскiльки квадратне рiвняення x2 −2x+3 = 0 не
має коренiв в силу того, що його дискримiнант
D = 4−12 =−8 < 0.

-
x

y = x2 −2x+3

Оскiльки вiтки цiєї параболи
направленi вгору, то вона
цiлком лежить вище осi Ox.
Проектуючи її на вiсь
Ox, одержуємо всю числову
пряму.

Запишемо вiдповiдь.
В i д п о в i д ь: x ∈ R.
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Р о з в’ я з а н н я. Оскiльки вiтки параболи y = x2 −2x+3
направленi вгору i рiвняння x2 −2x+3 = 0 не має
коренiв, то ця парабола цiлком лежить вище осi Ox.

-
x

y = x2 −2x+3
Оскiльки немає точок
вказаної параболи нижче
осi Ox та на осi Ox, то
нерiвнiсть x2 − 2x+ 3 ≤ 0 не
має розв’язкiв.

Запишемо вiдповiдь.
В i д п о в i д ь: x ∈∅.
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П р и к л а д 8. Розв’язати нерiвнiсть x2 −2x+1 > 0 .
Р о з в’ я з а н н я. Вiтки параболи y = x2 −2x+1
направленi вгору.
Оскiльки x2 −2x+1 = 0 ⇐⇒ (x−1)2 = 0 ⇐⇒ x = 1, то ця
парабола дотикається до осi Ox в точцi осi x = 1, яка на
малюнку вiдмiчена порожнiм кружком, оскiльки в цiй
точцi нерiвнiсть x2 −2x+1 > 0 порушується. Iншi
точки параболи розмiщенi вище осi Ox.

-
1 x

y = x2 −2x+1

ue

Проектуючи цi точки на
вiсь Ox, одержуємо множи-
ну розв’язкiв нерiвностi
x2 −2x+1 > 0 .
При цьому x = 1 не є
розв’язком нерiвностi.

Запишемо вiдповiдь.
В i д п о в i д ь: x ∈ (−∞,1)∪ (1,∞).
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