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Мiй намiр полягає не

в тому, щоб навчати тут

методу, якому кожний має

слiдувати, щоб правильно

спрямовувати свiй розум, а

тiльки в тому, щоб показати,

яким чином спрямовував я

свiй власний розум.

Рене Декарт, "Мiркування

про метод"
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Графiк функцiї Монотоннiсть Опуклiсть Парнiсть, непарнiсть

Графiк (геометричний образ) функцiї y = f (x)

Кожна функцiя y = f (x) має свiй геометричний образ –
графiк.

Це крива на координатнiй площинi, що складається
з точок (x,y), в яких перша координата x (абсциса)
приймає значення з областi визначення D( f )
функцiї f (x), а друга координата y (ордината)
залежить вiд першої за законом y = f (x).

Коротко попереднє речення можна записати так:
графiк функцiї y = f (x) – це множина
{(x,y) : x ∈ D( f ),y = f (x)}.
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Графiк (геометричний образ) функцiї y = f (x)
П р и к л а д и: 1) графiком функцiї y = 4− x є пряма.
Щоб її побудувати, знайдемо точки її перетину з осями
координат.
З вiссю Oy: при цьому x = 0 i y = y(0) = 4. Одержуємо
точку (0;4).
З вiссю Ox: при цьому y = 0, тобто 4− x = 0, звiдки
x = 4. Одержуємо точку (4;0).
Проведемо пряму через точки (0;4),(4;0) i одержимо
графiк функцiї y = 4− x:
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Графiк (геометричний образ) функцiї y = f (x)
2) Графiком функцiї y = x2 є парабола.
Оскiльки y(0) = 0, y(1) = 1, y(2) = 22 = 4, y(3) = 32 = 9,
y(−1) = (−1)2 = 1, y(−2) = (−2)2 = 4, y(−3) = (−3)2 = 9,
то точки (0;0),(1;1),(2;4),(3;9),(−1;1),(−2;4),(−3;9)
належать графiку функцiї y = x2. З’єднуючи цi точки
плавною лiнiєю, одержимо ескiз графiка:
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Одержана крива може вiдрiзнятися
вiд "справжнього" графiка
функцiї y = x2, проте при
розв’язаннi багатьох задач
достатньо зобразити ескiз графiка
функцiї, вiдобразивши на ньому
лише монотоннiсть та опуклiсть
функцiї.
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Монотоннi функцiї

Серед властивостей монотонностi функцiй видiлимо
властивостi зростання i спадання функцiй.

Кажуть, що функцiя f (x) зростає на деякому
промiжку, якщо для всiх x1 i x2 з цього промiжку
таких, що x2 > x1, виконується нерiвнiсть
f (x2)> f (x1).

Функцiя f (x) спадає на деякому промiжку, якщо
для всiх x1 i x2 з цього промiжку таких, що
x2 > x1, виконується нерiвнiсть f (x2)< f (x1).

Iншими словами, зростаюча функцiя приймає бiльшi
значення при бiльших значеннях змiнної x, а спадна
функцiя при бiльших значеннях змiнної x приймає
меншi значення.
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Графiк лiнiйної функцiї

Найбiльш простим прикладом монотонної функцiї є
лiнiйна функцiя y = kx+b. Її графiком є пряма, яка
проходить через точку (0,b):
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При k > 0 функцiя зростає на всiй числовiй прямiй.

При k < 0 функцiя спадає скрiзь на множинi R.

При k = 0 лiнiйна функцiя приймає постiйне
значення y = b в усiх точках, тобто вона не є нi
зростаючою, нi спадною функцiєю.
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зростаючою, нi спадною функцiєю.
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зростає

Характерною особливiстю графiка зростаючої
функцiї є те, що при русi точки вздовж графiка в
сторону зростання значень x (тобто злiва направо)
графiк "пiднiмається вгору".

Якщо ж точка рухається в сторону зростання
значень x вздовж графiка спадної функцiї, то
графiк "опускається донизу".

спадає

А ось графiком сталої функцiї y = b є пряма,
паралельна осi Ox.

не зростає i
не спадає
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Опуклi функцiї

Розглянемо властивостi опуклостi функцiй.

Функцiя y = f (x) називається опуклою догори (або
просто опуклою) на деякому промiжку, якщо для
довiльних x1 i x2 з цього промiжку виконується
нерiвнiсть

f
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x1 + x2

2

)

>
f (x1)+ f (x2)

2
.

-

6

���������
s

ss

s

O

y

x1 x1+x2
2

x2 x

f (x1)+ f (x2)
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2 )

y = f (x)
s
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Функцiя y = f (x) називається опуклою донизу
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Графiки опуклих функцiй мають властивостi:

середина кожної хорди графiка функцiї, опуклої
догори, лежить нижче вiдповiдної точки дуги
графiка,

а середина кожної хорди графiка функцiї, опуклої
донизу, лежить вище вiдповiдної точки дуги.
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Парнi i непарнi функцiї

Функцiя y = f (x) називається:

парною, якщо f (−x) = f (x) для всiх x ∈ D( f );

непарною, якщо f (−x) =− f (x) для всiх x ∈ D( f ).

Наприклад,
функцiї y = x2,y = x4,y = 1

x2 ,y = cosx є парними,

а функцiї y = x3,y = x5,y = 1
x ,y = sinx – непарними.

Функцiя y = x2 + x не є нi парною, нi непарною,
оскiльки y(1) = 12 +1 = 2, а y(−1) = (−1)2 −1 = 0.
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Графiки парних i непарних функцiй мають наступнi
властивостi:

графiки парних функцiй симетричнi вiдносно осi
Oy;

графiки непарних функцiй симетричнi вiдносно
початку координат.
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O x
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парна непарна
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Наведемо графiки степеневих функцiй:

1) y = x2n,n ∈ N (наприклад, y = x2,y = x4,y = x6, . . .).

-

6
y

O x

r r

qrq

q1

1−1

y = x2n

Область визначення D(y) = R.
Функцiя парна, опукла
донизу, спадає на промiжку
(−∞,0] i зростає на [0,∞).
Графiк проходить через точки
(0;0),(1;1),(−1;1).
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2) y = x2n+1,n ∈ N (наприклад, y = x3,y = x5, . . .).
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q

qq

q
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r

r

y = x2n+1

1
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−1
1

Область визначення D(y) = R.
Функцiя непарна, зростає на
всiй числовiй прямiй (−∞,∞).
Графiк проходить через
точки (0;0),(1;1),(−1;−1).
На промiжку (−∞,0] функцiя
опукла догори, а на промiжку
[0,∞) вона опукла донизу
(вгнута).

В точцi (0;0) графiк, перетинаючи вiсь Ox, при цьому
дотикається (!) до цiєї осi, а дiлянка опуклостi графiка
змiнюється дiлянкою вгнутостi.
Таку точку, в якiй вiдбувається змiна напрямку
опуклостi графiка за умови iснування дотичної в цiй
точцi, називають точкою перегину графiка функцiї.
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3) y = 1
x2n ,n ∈ N (наприклад, y = 1

x2 ,y = 1
x4 , . . .).
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y = 1
x2n

r q r

qq
1

1−1

D(y) = (−∞,0)∪ (0,∞). Функцiя
парна, зростає на (−∞,0) i
спадає на (0,∞), опукла донизу
на кожному з промiжкiв (−∞,0)
i (0,∞). Графiк проходить через
точки (1;1),(−1;1).
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спадає на (0,∞), опукла донизу
на кожному з промiжкiв (−∞,0)
i (0,∞). Графiк проходить через
точки (1;1),(−1;1).
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4) y = 1
x2n−1 ,n ∈ N (наприклад, y = 1

x ,y =
1
x3 , . . .).
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непарна, спадає на кожному з
промiжкiв (−∞,0) i (0,∞), але
не є (!) спадною на множинi
(−∞,0)∪ (0,∞).
Дiйсно, при x1 = −1 i x2 = 1
виконуються рiвностi
y(−1) = −1 i y(1) = 1, а отже, i
нерiвнiсть y(−1)< y(1).

Графiк проходить через точки (1;1),(−1;−1).
На промiжку (−∞,0) функцiя опукла догори, а на
промiжку (0,∞) вона опукла донизу.
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виконуються рiвностi
y(−1) = −1 i y(1) = 1, а отже, i
нерiвнiсть y(−1)< y(1).

Графiк проходить через точки (1;1),(−1;−1).
На промiжку (−∞,0) функцiя опукла догори, а на
промiжку (0,∞) вона опукла донизу.
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