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Мiй намiр полягає не

в тому, щоб навчати тут

методу, якому кожний має

слiдувати, щоб правильно

спрямовувати свiй розум, а

тiльки в тому, щоб показати,

яким чином спрямовував я

свiй власний розум.

Рене Декарт, "Мiркування

про метод"
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Рiвняння i нерiвностi з параметром

В цьому уроцi розглядаються такi складовi
елементи процесу розв’язання рiвнянь i нерiвностей
з параметром:

сукупностi рiвнянь з параметром;

системи нерiвностей з параметром;

сукупностi нерiвностей з параметром;

системи, якi мiстять рiвняння i нерiвностi з
параметром.
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Сукупностi рiвнянь з параметром

Вiдзначимо, що при рiзних значеннях параметра сукупнiсть
рiвнянь з параметром має, взагалi кажучи, рiзну кiлькiсть
розв’язкiв. Розглянемо приклад.

П р и к л а д 1 . Розв’язати сукупнiсть рiвнянь з параметром a :
[

x2 = a ,
x2 = 2−a .

Р о з в’ я з а н н я.

Результат розв’язання рiвняння
x2 = a зображено на дiаграмi: -

0 a

x =±√
ax ∈∅

? ??r

Рiвняння x2 = 2−a має розв’язки
тiльки при 2 − a ≥ 0 , тобто
при a ≤ 2 . Результат розв’язання
рiвняння x2 = 2− a зображено на
дiаграмi:

-
2 a

x =±
√

2−a x ∈∅

? ??r
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Сукупностi рiвнянь з параметром

Для розв’язання сукупностi розглянутих рiвнянь накладаємо
одна на одну дiаграми з їх розв’язками i при цьому отримуємо
наступну дiаграму:

-
0 2 a

[

x =±√
a ,

x =±
√

2−a

[

x ∈∅ ,
x =±

√
2−a

[

x =±√
a ,

x ∈∅

? ?? ??rr

В результатi розв’язння сукупностей при рiзних значеннях
параметра a отримуємо наступну дiаграму розв’язкiв:

-
0 2 a

x =±√
a ,

x =±
√

2−ax =±
√

2−a x =±√
a

? ?? ??rr
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Сукупностi рiвнянь з параметром

За допомогою дiаграми розв’язкiв

-
0 2 a

x =±√
a ,

x =±
√

2−ax =±
√

2−a x =±√
a

? ?? ??rr

запишемо вiдповiдь, що складається з трьох пунктiв.

В i д п о в i д ь: 1) при a < 0 x =±
√

2−a ; 2) при a ∈ [0;2]
x =±√

a , x =±
√

2−a ; 3) при a > 2 x =±√
a .

Зазначимо, що коли потрiбно знайти кiлькiсть розв’язкiв
сукупностi, розглянутої в попередньому прикладi, при
рiзних значеннях параметра a , то дослiдження необхiдно
продовжити.
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Сукупностi рiвнянь з параметром

П р и к л а д 2 . Скiльки розв’язкiв має сукупнiсть рiвнянь
[

x2 = a ,
x2 = 2−a .

в залежностi вiд параметра a ?

Р о з в’ я з а н н я. Задану сукупнiсть розв’язано в попередньому
прикладi. Її розв’язки при рiзних значеннях параметра a
зображенi на дiаграмi:

-
0 2 a

x =±√
a ,

x =±
√

2−ax =±
√

2−a x =±√
a

? ?? ??rr

Продовжимо дослiдження для того, щоб визначити кiлькiсть
розв’язкiв при рiзних значеннях параметра a .
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-
0 2 a

x =±√
a ,

x =±
√

2−ax =±
√

2−a x =±√
a

? ?? ??rr

Так, легко помiтити, що при a < 0 числа x = ±
√

2−a рiзнi,
тобто сукупнiсть має 2 розв’язки. Аналогiчно при a > 2
сукупнiсть має 2 розв’язки x =±√

a .
Проте помилковим (!) буде висновок, що при a ∈ [0;2]
сукупнiсть має 4 розв’язки.
Дiйсно, при a = 0 виконуються рiвностi
x = ±√

a = ±
√

0 = 0 , x = ±
√

2−a = ±
√

2 i, таким чином,
сукупнiсть має 3 розв’язки.
Аналогiчно, при a = 2 сукупнiсть має 3 розв’язки, оскiльки
x =±√

a =±
√

2 , x =±
√

2−a =±
√

0 = 0 .
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x =±√
a ,

x =±
√
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√
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a
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При a = 1 пари x = ±√
a i x = ±

√
2−a спiвпадають (!),

оскiльки
√

a =
√

2−a = 1 , i, таким чином, сукупнiсть має 2
розв’язки: x =±1 .

Нарештi, при a ∈ (0;1) виконуються нерiвностi
−
√

2−a <−√
a <

√
a <

√
2−a ,

а при a ∈ (1;2) – нерiвностi
−√

a <−
√

2−a <
√

2−a <
√

a .
Отже, при a ∈ (0;1)∪ (1;2) сукупнiсть має 4 розв’язки.
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−
√

2−a <−√
a <

√
a <

√
2−a ,

а при a ∈ (1;2) – нерiвностi
−√

a <−
√

2−a <
√

2−a <
√

a .
Отже, при a ∈ (0;1)∪ (1;2) сукупнiсть має 4 розв’язки.
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Сукупностi рiвнянь з параметром

Отже, кiлькiсть розв’язкiв сукупностi при рiзних значеннях
параметра a наведено на наступнiй дiаграмi:

-
0 1 2 a

2 розв’язки

4 розв’язки

3 розв’язки

?? ?
66

6 6

rrr

В i д п о в i д ь: 1) при a ∈ (−∞;0)∪ {1} ∪ (2;∞) 2 розв’язки;
2) при a ∈ {0;2} 3 розв’язки; 3) при a ∈ (0;1)∪ (1;2)
4 розв’язки.
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Системи нерiвностей з параметром

При розв’язаннi систем нерiвностей з параметром, виконуючи
перетин вiдповiдних множин, необхiдно, насамперед,
визначити взаємне розташування точок, що обмежують
цi множини.

П р и к л а д 3. Розв’язати систему нерiвностей з параметром a:
{

x ≤ 3a+4 ,
x ≥ a−2 .

Р о з в’ я з а н н я. Перш, нiж виконати перетин множин
I = (−∞,3a+ 4] i II = [a− 2,∞) , визначимо взаємне розташу-
вання точок x1 = 3a+4 i x2 = a−2 на числовiй прямiй при
рiзних значеннях параметра a .

Для цього розглянемо рiзницю
x1−x2 = 2a+6 i зобразимо криву
знакiв отриманого виразу (див.
мал.).

-?
−3 a

+

= 0
y = 2a+6

r

ЗФМШ, Kиїв Рiвняння i нерiвностi з параметром



Рiвняння i нерiвностi з параметром Сук. рiвн. Сист. нер. Сук. нер. Сист. рiвн.+нер.

Системи нерiвностей з параметром

При розв’язаннi систем нерiвностей з параметром, виконуючи
перетин вiдповiдних множин, необхiдно, насамперед,
визначити взаємне розташування точок, що обмежують
цi множини.

П р и к л а д 3. Розв’язати систему нерiвностей з параметром a:
{

x ≤ 3a+4 ,
x ≥ a−2 .

Р о з в’ я з а н н я. Перш, нiж виконати перетин множин
I = (−∞,3a+ 4] i II = [a− 2,∞) , визначимо взаємне розташу-
вання точок x1 = 3a+4 i x2 = a−2 на числовiй прямiй при
рiзних значеннях параметра a .

Для цього розглянемо рiзницю
x1−x2 = 2a+6 i зобразимо криву
знакiв отриманого виразу (див.
мал.).

-?
−3 a

+

= 0
y = 2a+6

r

ЗФМШ, Kиїв Рiвняння i нерiвностi з параметром



Рiвняння i нерiвностi з параметром Сук. рiвн. Сист. нер. Сук. нер. Сист. рiвн.+нер.

Системи нерiвностей з параметром

При розв’язаннi систем нерiвностей з параметром, виконуючи
перетин вiдповiдних множин, необхiдно, насамперед,
визначити взаємне розташування точок, що обмежують
цi множини.

П р и к л а д 3. Розв’язати систему нерiвностей з параметром a:
{

x ≤ 3a+4 ,
x ≥ a−2 .

Р о з в’ я з а н н я. Перш, нiж виконати перетин множин
I = (−∞,3a+ 4] i II = [a− 2,∞) , визначимо взаємне розташу-
вання точок x1 = 3a+4 i x2 = a−2 на числовiй прямiй при
рiзних значеннях параметра a .

Для цього розглянемо рiзницю
x1−x2 = 2a+6 i зобразимо криву
знакiв отриманого виразу (див.
мал.).

-?
−3 a

+

= 0
y = 2a+6

r

ЗФМШ, Kиїв Рiвняння i нерiвностi з параметром



Рiвняння i нерiвностi з параметром Сук. рiвн. Сист. нер. Сук. нер. Сист. рiвн.+нер.

Системи нерiвностей з параметром

Використовуючи криву знакiв
рiзницi x1 − x2 = 2a + 6 ,
отримуємо наступний результат

-?
−3 a

+

= 0
y = 2a+6

r

порiвняння точок x1 i x2 , який зображено на дiаграмi:
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Системи нерiвностей з параметром

x1 = 3a+4 , x2 = a−2

Тепер виконуємо перетин множин
I = (−∞,x1] i II = [x2,∞) в кожному з таких випадкiв:

a >−3 : -r r

xx2 x1
x ∈ [x2,x1]

a =−3 : -t

xx1 = x2 =−5
x =−5

a <−3 : -r r

xx2x1
x ∈∅
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Системи нерiвностей з параметром

Результат розв’язання системи вiдображає наступна дiаграма:

де x1 = 3a+4 i x2 = a−2 .

В i д п о в i д ь: 1) при a >−3 x ∈ [a−2;3a+4] ;
2) при a =−3 x =−5 ; 3) при a <−3 x ∈∅ .

П р и к л а д 4. Розв’язати систему нерiвностей з параметром a:










x >
1

a+2
,

(2−a)x ≤ 1 .
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Системи нерiвностей з параметром

Р о з в’ я з а н н я.
Результат розв’язання

першої нерiвностi x >
1

a+2
зображено на дiаграмi (при
a = −2 вираз в правiй
частинi цiєї нерiвностi
не визначений. В таких
випадках покладають, що
x ∈∅ ):

Результат розв’язання
другої нерiвностi
(2 − a)x ≤ 1 зображено на
дiаграмi:
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Системи нерiвностей з параметром

Таким чином, при рiзних значеннях параметра a задана
система нерiвностей равносильна рiзним системам:

При a =±2 вiдповiднi системи є простими.
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Системи нерiвностей з параметром

Дiйсно, при a =−2 маємо






x ∈∅ ,

x ∈
(

−∞,
1

2−a

]

,
⇐⇒ x ∈∅ ,

а при a = 2 отримуємо










x ∈
(

1
a+2

,∞
)

=

(

1
4
,∞

)

,

x ∈ R ,

⇐⇒ x ∈
(

1
4
,∞

)

.

Щоб знайти розв’язки вiдповiдних систем при a 6= ±2 ,
необхiдно визначити взаємне розташування точок
x1 =

1
a+2 i x2 =

1
2−a на числовiй прямiй при рiзних значеннях

параметра a . Для цього розглянемо рiзницю:

x1 − x2 =
1

a+2
− 1

2−a
=

1
a+2

+
1

a−2
=

2a
(a+2)(a−2)

.
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Системи нерiвностей з параметром

Кривая знакiв
виразу

x1 − x2 =
2a

(a+2)(a−2)

зображена на мал.:

-? ? ?

−2 0 2 a

++

= 0 н.о.н.о.

y = 2a
(a+2)(a−2)

ssc sc

Її наслiдком є результат
порiвняння точок x1 =

1
a+2

i x2 =
1

2−a , який зображено
на дiаграмi:
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Системи нерiвностей з параметром

Тепер з урахуванням порiвняння точок x1 =
1

a+2 i x2 =
1

2−a , а
також отриманих вище розв’язкiв заданої системи нерiвностей
при a =±2 , отримуємо дiаграму:
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Системи нерiвностей з параметром

Нарештi, розв’язання прикладу закiнчується перетином
вiдповiдних множин у кожнiй iз систем, що мiстяться на
останнiй дiаграмi. При цьому x1 =

1
a+2 , x2 =

1
2−a .

При a ∈ (−∞,−2)∪ (0;2)
маємо систему










x ∈ (x1,∞) ,

x ∈ (−∞,x2] ,

x1 < x2 ,

розв’язуючи яку, отримуємо

-r

xx1 x2

x ∈ (x1,x2]

td

При a ∈ (−2;0) маємо
систему










x ∈ (x1,∞) ,

x ∈ (−∞,x2] ,

x1 > x2 ,

розв’язуючи яку, отримуємо

-r

xx1x2

x ∈∅

td
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Остаточний результат розв’язання заданої системи
нерiвностей зображено на наступнiй дiаграмi:

В i д п о в i д ь: 1) при a ∈ (−∞,−2)∪ (0;2) x ∈
( 1

a+2 ,
1

2−a

]

;

2) при a ∈ [−2;0] x ∈∅ ; 3) при a ≥ 2 x ∈
( 1

a+2 ,∞
)

.
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Сукупностi нерiвностей з параметром

При розв’язаннi сукупностей нерiвностей з параметром,
виконуючи об’єднання вiдповiдних множин, необхiдно,
насамперед, визначити взаємне розташування точок, що
обмежують цi множини.

П р и к л а д 5 . Розв’язати сукупнiсть нерiвностей з
параметром a :
[

x < 3a+4 ,
x ≥ a−2 .

Р о з в’ я з а н н я. Перш, нiж виконати об’єднання множин
A = (−∞,3a + 4) i B = [a − 2,∞) , визначимо взаємне
розташування точок x1 = 3a+4 i x2 = a−2 .

Для цього розглянемо рiзницю
x1−x2 = 2a+6 i зобразимо криву
знакiв отриманого виразу (див.
мал.).

-?
−3 a

+

= 0
y = 2a+6

r
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Сукупностi нерiвностей з параметром

Використовуючи криву знакiв
рiзницi x1 − x2 = 2a + 6 ,
отримуємо наступний результат

-?
−3 a

+

= 0
y = 2a+6

r

порiвняння точок x1 i x2 , який зображено на дiаграмi:
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x1 = 3a+4 , x2 = a−2

Тепер виконуємо об’єднання множин
A = (−∞,x1) i B = [x2,∞) в кожному з таких випадкiв:

a >−3 : -r

x
x2 x1

x ∈ R

td

a =−3 : -uer

x

x1 = x2 =−5

x ∈ R

a <−3 : -r

x
x2x1

x ∈ (−∞,x1)∪ [x2,∞)

td
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Сукупностi нерiвностей з параметром

Результат розв’язання сукупностi вiдображає наступна
дiаграма:

де x1 = 3a+4 i x2 = a−2 .

В i д п о в i д ь: 1) при a ≥−3 x ∈ R ;
2) при a <−3 x ∈ (−∞,3a+4)∪ [a−2,∞) .
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Системи, якi мiстять рiвняння i нерiвностi

Якщо в системi з параметром є рiвняння i нерiвностi, то,
розв’язавши спочатку рiвняння, потiм, як правило, доцiльно
визначити тi значення параметра, при яких кожний з коренiв
рiвняння задовольняє нерiвностi системи.
П р и к л а д 6 . Розв’язати систему з параметром a :






x2 +2(a−1)x−8a−8 = 0 ,
x2 +2a > 0 ,
x−4a2 ≤ 0 .

Р о з в’ я з а н н я. Розв’язуючи рiвняння
x2 +2(a−1)x−8a−8 = 0,
маємо D/4 = (a−1)2 +8a+8 = a2 +6a+9 = (a+3)2 ≥ 0 .
Отже, рiвняння має розв’язки:

x1,2 =−(a−1)±
√

(a+3)2 = 1−a±|a+3|= 1−a± (a+3)
(ми скористались тут спiввiдношенням ±| f (a)| = ± f (a) (!) ).
Таким чином, отримуємо коренi x1 = 4 , x2 = −2a− 2 , якi
спiвпадають у випадку D = 0 , тобто при a =−3 .
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Системи, якi мiстять рiвняння i нерiвностi
Тепер визначимо тi значення параметра a , при яких значення
x1 = 4 задовольняє нерiвностi системи. Для цього необхiдно
розв’язати систему нерiвностей
{

42 +2a > 0 ,
4−4a2 ≤ 0 ,

⇐⇒
{

a >−8 ,
a ∈ (−∞,−1]∪ [1,∞) ,

⇐⇒

⇐⇒ a ∈ (−8,−1]∪ [1,∞) .

Аналогiчно знаходимо тi значення параметра a , при яких
значення x2 = −2a − 2 задовольняє нерiвностi заданої
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Далi потрiбно розглянути значення a = −8;−2;−1;−1/2;1 i
a = −3 , коли x1 = x2 = 4 , а також iнтервали мiж сусiднiми iз
вказаних значень (всього 13 випадкiв).

-r r r r r r
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x2 =−2a−2
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При a ∈ (−8,−3) ∪ (−3,−2) ∪ [1,∞) розв’язками заданої
системи є обидва коренi квадратного рiвняння x = 4 i
x =−2a−2 .
Система має єдиний розв’язок x = 4 , якщо
a ∈ {−3}∪ [−2,−1] .
Система має єдиний розв’язок x =−2a−2 , якщо
a ∈ (−∞,−8]∪ (−1/2;1) .
При рештi значень, тобто при a ∈ (−1,−1/2] система
розв’язкiв не має.
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Таким чином, при рiзних значеннях параметра a задана система
має такi розв’язки:

Зазначимо, що на на-
веденiй дiаграмi кiль-
кiсть стрiлочок
вiд рамок на вiсь a
дорiвнює 13, тобто
кiлькостi всiх можли-
вих випадкiв.

В i д п о в i д ь: 1) при a ∈ (−∞,−8]∪ (−1/2;1) x =−2a−2 ;
2) при a ∈ (−8;−3)∪ (−3;−2)∪ [1,∞) x ∈ {4;−2a−2} ;
3) при a∈ {−3}∪ [−2,−1] x= 4 ; 4) при a∈ (−1,−1/2] x∈∅ .
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