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Мiй намiр полягає не

в тому, щоб навчати тут

методу, якому кожний має

слiдувати, щоб правильно

спрямовувати свiй розум, а

тiльки в тому, щоб показати,

яким чином спрямовував я

свiй власний розум.

Рене Декарт, "Мiркування

про метод"
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Завдання пiдвищеної складностi є невiд’ємним
атрибутом конкурсних iспитiв з математики.
Традицiйно такi завдання викликають найбiльшi
труднощi у абiтурiєнтiв. В зв’язку з цим видається
очевидним той факт, що учням необхiдна
спецiальна пiдготовка до розв’язання завдань
пiдвищеної складностi.

Така пiдготовка, в першу чергу, передбачає
вдосконалення технiчних навичок учнiв при
розв’язаннi ускладнених завдань стандартного
типу, включаючи завдання з параметром.
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Рiвняння з однiєю невiдомою x i параметром a – це
вираз вигляду

f (x,a) = g(x,a) , (1)

де f (x,a) i g(x,a) — деякi функцiї вiд x i a .
При цьому на вiдмiну вiд рiвняння з двома невiдомими

рiвняння (1) з параметром a — це скорочений,
символiчний запис цiлої сiм’ї (тобто нескiнченної
множини) рiвнянь з однiєю невiдомою x.

Окремi представники цiєї сiм’ї рiвнянь отримуються при
пiдстановцi в рiвнiсть (1) конкретних числових значень
параметра a .

Наприклад, окремi представники сiм’ї рiвнянь ax = 1 (чи
одного рiвняння з параметром a) — це рiвняння: 1x = 1
(тут a = 1), 0x = 1 (тут a = 0), −πx = 1 (тут a =−π) тощо.
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Розв’язати рiвняння з параметром — це означає
розв’язати всi рiвняння нескiнченної сiм’ї рiвнянь.

Наприклад, рiвняння 2x = a з параметром a має своїми
представниками, зокрема, рiвняння:

2x = 1 (тут a = 1) ⇐⇒ x = 1/2 ,
2x = π (тут a = π) ⇐⇒ x = π/2 ,
2x = 0 (тут a = 0) ⇐⇒ x = 0 ,
2x =−1 (тут a =−1) ⇐⇒ x =−1/2 ,
2x =−3 (тут a =−3) ⇐⇒ x =−3/2 тощо.

В цьому випадку всi представники сiм’ї рiвнянь 2x = a
розв’язуються однаково за допомогою дiлення обох
частин рiвняння на число 2 , тобто рiвняння 2x = a має
розв’язок x = a/2 при любому значеннi параметра a .
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Проте, слiд мати на увазi, що хiд розв’язання рiвняння з
параметром, як правило, залежить вiд параметра, тобто

при рiзних значеннях параметра рiвняння з
параметром розв’язується по-рiзному. Внаслiдок
цього, при рiзних значеннях параметра рiвняння з
параметром має рiзнi розв’язки, тобто множина
розв’язкiв залежить вiд параметра.

Так, серед представникiв сiм’ї рiвнянь ax = 1 (з
параметром a) є, зокрема, рiвняння:

1x = 1 (тут a = 1) ⇐⇒ x = 1 ,
0x = 1 (тут a = 0) ⇐⇒ x ∈∅ , оскiльки 0 = 1 – це хибна
рiвнiсть,
−πx = 1 (тут a =−π) ⇐⇒ x =−1/π тощо.

Отже, є, принаймнi, одне рiвняння (при a = 0), яке
розв’язується не так, як iншi представники цiєї сiм’ї
рiвнянь.
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Розглянемо уважнiше розв’язання рiвняння ax = 1 з
параметром a в наступному прикладi.

П р и к л а д 1 . Розв’язати рiвняння ax = 1 з
параметром a .

Р о з в’ я з а н н я. Вiдзначимо, що ax = 1 ⇐⇒/ x = 1/a ,
оскiльки при a = 0 дiлення на число 0 неможливе.
Отже, в сiм’ї рiвнянь ax = 1 є рiвняння 0x = 1 , яке
розв’язується не так, як усi iншi представники цiєї сiм’ї
рiвнянь.
Дiйсно, при a = 0 отримуємо 0x = 1 (хибна рiвнiсть) ⇐⇒
⇐⇒ x ∈∅ у той час, як при a 6= 0 розв’язком рiвняння
ax = 1 є x = 1/a .

Отже, залежнiсть множини розв’язкiв рiвняння ax = 1 вiд
параметра a виражає наступна вiдповiдь, яка складається
з двох пунктiв.

В i д п о в i д ь: 1) при a 6= 0 x= 1/a ; 2) при a= 0 x∈∅ .
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Отже,

розв’язати рiвняння з параметром a — означає
знайти залежнiсть множини розв’язкiв рiвняння вiд
параметра a . При цьому вiдповiдь, як правило,
складається з кiлькох пунктiв.

Пiдкреслимо тут, що вiдповiдь "x = 1/a при a 6= 0"
для рiвняння ax = 1 є неповною, оскiльки очевидно,
що при цьому вказана множина розв’язкiв не для всiх
представникiв сiм’ї рiвнянь ax = 1 .
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Зазначимо, що все те, що було сказано про розв’язання рiв-
нянь з параметром, iз урахуванням очевидних поправок пере-
носиться також i на розв’язання нерiвностей з параметром.

П р и к л а д 2 . Розв’язати нерiвнiсть ax < 1 з параметром a .

Р о з в’ я з а н н я. Звернемо увагу на те, що поспiшнi висновки
типу x ∈ ∅ при a = 0 i x < 1/a при a 6= 0 є повнiстю
помилковими !
Дiйсно, по-перше, при a = 0 маємо iстинну нерiвнiсть 0x < 1 ,
розв’язком якої є будь-яке x ∈ R .
По-друге, при a 6= 0 в сiм’ї нерiвностей ax < 1 є такi
її представники, для яких множини розв’язкiв iстотно
вiдрiзняються за своїм виглядом.
Так, при a = 1 маємо нерiвнiсть x < 1 у той час, як при a =−1
отримуємо −x < 1 ⇐⇒ x >−1. Тому запис "x < 1/a при a 6= 0"
є помилковим, оскiльки не враховує необхiднiсть змiни знака
нерiвностi ax < 1 при дiленнi обох його частин на вiд’ємне
число a .
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Отже, при розв’язаннi нерiвностi ax < 1 , крiм випадку
a = 0 , необхiдно також окремо видiлити випадки a > 0 i
a < 0 .
Так, при a > 0 отримуємо x < 1/a у той час як при
a < 0 , виконуючи дiлення обох частин нерiвностi ax < 1
на вiд’ємне значення a , отримуємо множину його розв’язкiв
у виглядi x > 1/a .

В i д п о в i д ь: 1) при a> 0 x < 1/a ; 2) при a= 0 x ∈R ;
3) при a < 0 x > 1/a .

Пiдкреслимо, що три пункти вiдповiдi вiдображають три
рiзних види множини розв’язкiв нерiвностi, а саме:

1) при a > 0 : -d

1/a x x ∈ (−∞, 1/a)

2) при a = 0 : -
x x ∈ R

3) при a < 0 :
-d

1/a x x ∈ (1/a , ∞)
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Легко помiтити, що для рiвняння ax = 1 i нерiвностi ax < 1
вiдповiдi фактично повторюють викладенi розв’язання
(пiсля виключення наших коментарiв до цих розв’язань)
розглянутих прикладiв 1 i 2. Така особливiсть найпростiших
рiвнянь i нерiвностей з параметром.

Наведемо також вiдповiдi-розв’язання ряду найпростiших
рiвнянь i нерiвностей з параметром a , супроводжуючи деякi з
них короткими коментарями чи розгорнутими розв’язаннями.

П р и к л а д 3 . Розв’язати рiвняння ax = 0 з параметром a .

В i д п о в i д ь: 1) при a 6= 0 x = 0 ; 2) при a = 0 x ∈ R .

П р и к л а д 4 . Розв’язати нерiвнiсть ax ≥ 1 з параметром a .

В i д п о в i д ь: 1) при a > 0 x ≥ 1/a ; 2) при a = 0 x ∈∅ ;
3) при a < 0 x ≤ 1/a .

П р и к л а д 5 . Розв’язати нерiвнiсть ax ≤ 1 з параметром a .

В i д п о в i д ь: 1) при a > 0 x ≤ 1/a ; 2) при a = 0 x ∈ R ;
3) при a < 0 x ≥ 1/a .
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П р и к л а д 6a . Розв’язати рiвняння x2 = a з параметром a .

Р о з в’ я з а н н я. Розглянемо розв’язання цього рiвняння
з параметром графiчним методом.

-
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y = a (a < 0)

y = 0 (a = 0)

y = a (a > 0)
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Можливi три рiзнi
випадки розмiщення
прямої y = a вiдносно
параболи y = x2 (див.
мал.).

Положенню I прямої y = a вiдповiдають вiд’ємнi значення
параметра a. В цьому випадку графiки y = x2 i y = a не
перетинаються, тобто рiвняння x2 = a не має розв’язкiв.
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У випадку II a = 0, при
цьому парабола y = x2

i пряма y = 0 мають
єдину спiльну точку, а
рiвняння x2 = 0 – єдиний
розв’язок x = 0 .

Нарештi, у випадку III при a > 0 пряма y = a перетинає
параболу y = x2 у двох точках i рiвняння x2 = a має два коренi
x =±√

a .

Отже, отримуємо наступну вiдповiдь iз трьох пунктiв.

В i д п о в i д ь: 1) при a > 0 x =±√
a ; 2) при a = 0 x = 0 ;

3) при a < 0 x ∈∅ .
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Зазначимо, що першi два пункти вiдповiдi, а саме:

1) при a > 0 x =±√
a ; 2) при a = 0 x = 0

можна об’єднати в один пункт:

1) при a ≥ 0 x =±√
a ,

оскiльки при a = 0 виконуються рiвностi x =±√
a = 0 .

Таким чином, отримана вiдповiдь допускає бiльш короткий
запис, що складається з двох пунктiв:

1) при a ≥ 0 x =±√
a ; 2) при a < 0 x ∈∅ .

П р и к л а д 6b . Розв’язати нерiвнiсть x2 > a з параметром a .

Р о з в’ я з а н н я. Розглянемо розв’язання цiєї нерiвностi з
параметром графiчним методом. При цьому можливi три рiзнi
випадки розмiщення прямої y = a вiдносно параболи y = x2

(див. мал. до попереднього прикладу).
Розглянемо окремо кожен iз випадкiв.
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При a < 0 парабола
y = x2 цiлком лежить
вище прямої y = a.
Тому в цьому випадку
нерiвнiсть x2 > a має
розв’язки x ∈ R .
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y = 0
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При a = 0 нерiвнiсть
x2 > 0 порушується
тiльки в точцi x = 0 ,
де парабола y = x2 до-
тикається до осi Ox . В
цьому випадку нерiвнiсть
x2 > 0 має розв’язки
x ∈ (−∞,0)∪ (0,∞) .
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При a > 0 вiдмiчаємо
частини параболи y = x2 ,
розмiщенi вище прямої y = a ,
i, проектуючи їх на вiсь Ox ,
отримуємо: x2 > a ⇐⇒
⇐⇒ x ∈ (−∞,−√

a)∪ (
√

a,∞) .

Випадки a > 0 i a = 0 можна об’єднати в один пункт
вiдповiдi, оскiльки в цих випадках множини розв’язкiв
однакового вигляду. Таким чином, отримуємо наступну
вiдповiдь iз двох пунктiв.

В i д п о в i д ь: 1) при a ≥ 0 x ∈ (−∞,−√
a)∪ (

√
a,∞) ;

2) при a < 0 x ∈ R .
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П р и к л а д 6c . Розв’язати нерiвнiсть x2 < a з параметром a .

В i д п о в i д ь: 1) при a > 0 x ∈ (−√
a,
√

a) ;
2) при a ≤ 0 x ∈∅ .

П р и к л а д 6d . Розв’язати нерiвнiсть x2 ≥ a з параметром a .

В i д п о в i д ь: 1) при a > 0 x ∈ (−∞,−√
a]∪ [

√
a,∞) ;

2) при a ≤ 0 x ∈ R .

П р и к л а д 6e . Розв’язати нерiвнiсть x2 ≤ a з параметром a .

Р о з в’ я з а н н я. Розглянемо розв’язання цiєї нерiвностi з
параметром графiчним методом. При цьому можливi три рiзнi
випадки розмiщення прямої y = a вiдносно параболи y = x2

(див. мал. до Прикладу 6a).

Розглянемо окремо кожен iз випадкiв.
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-

6
y

O x

y = x2

y = a

При a < 0 немає точок пара-
боли y = x2, розмiщених не
вище прямої y = a. Тому
в цьому випадку нерiвнiсть
x2 ≤ a не має розв’язкiв.

-

6
y

O x

y = x2

y = 0
u

При a = 0 нерiвнiсть x2 ≤ 0
виконується тiльки в точцi
x = 0 , де парабола y = x2

дотикається до осi Ox .
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6
y

O x

y = x2

y = a

√
a−√

a

u u

u u

При a > 0 вiдмiчаємо
частину параболи y = x2 ,
розмiщену не вище прямої
y = a , i, проектуючи її на вiсь
Ox , отримуємо: x2 ≤ a ⇐⇒
x ∈ [−√

a,
√

a] .

В i д п о в i д ь: 1) при a > 0 x ∈ [−√
a,
√

a] ;
2) при a = 0 x = 0 ; 3) при a < 0 x ∈∅ .

Зазначимо, що тут першi два пункти записаної вiдповiдi не
можна об’єднати в один пункт, оскiльки в цих випадках
нерiвнiсть має множини розв’язкiв рiзного виду: при
a > 0 множиною розв’язкiв є вiдрiзок, а при a = 0 множина
розв’язкiв складається з єдиної точки.
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П р и к л а д 7a . Розв’язати рiвняння |x|= a з параметром a .

В i д п о в i д ь: 1) при a ≥ 0 x =±a ; 2) при a < 0 x ∈∅ .

П р и к л а д 7b . Розв’язати нерiвнiсть |x|> a з параметром a .

В i д п о в i д ь: 1) при a ≥ 0 x ∈ (−∞,−a)∪ (a,∞) ;
2) при a < 0 x ∈ R .

П р и к л а д 7c . Розв’язати нерiвнiсть |x|< a з параметром a .

В i д п о в i д ь: 1) при a> 0 x∈ (−a,a) ; 2) при a≤ 0 x∈∅ .

П р и к л а д 7d . Розв’язати нерiвнiсть |x| ≥ a з параметром a .

В i д п о в i д ь: 1) при a > 0 x ∈ (−∞,−a]∪ [a,∞) ;
2) при a ≤ 0 x ∈ R .

П р и к л а д 7e . Розв’язати нерiвнiсть |x| ≤ a з параметром a .

В i д п о в i д ь: 1) при a > 0 x ∈ [−a,a] ; 2) при a = 0 x = 0 ;
3) при a < 0 x ∈∅ .
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